
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Îêòÿáðü 2019 ã.

11 êëàññ

1 áëîê

1. Àëÿ è Âàëÿ áåæàëè ïîëóìàðàôîí. Àëÿ ïðîáåæàëà åãî ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ 12 êì/÷. Âàëÿ ïåðâóþ ïîëîâèíó äèñòàíöèè áåæàëà ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ x êì/÷, à íà âòîðîé ïîëîâèíå äèñòàíöèè å¼ ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
âûðîñëà íà 20%. Àëÿ è Âàëÿ ôèíèøèðîâàëè îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå x.

Îòâåò: 11.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � äëèíà ïîëóìàðàôîíà. Òîãäà
2S
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=
S

x
+

S

1,2x
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12
=

2,2S

1,2x
. Îòñþäà x =

2,2 · 12
2 · 1,2

= 11.

2. Íàéäèòå 150-þ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 1/7.
Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 1/7 èìååò ïåðèîä äëèíîé 6:

1/7 = 0,(142857).

Ïîñêîëüêó 150 äåëèòñÿ íà 6, 150-é öèôðîé áóäåò ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïåðèî-
äà.

3. Ïóñòü


x(x+ y + z) = 7;
y(x+ y + z) = 14;
z(x+ y + z) = 28.

Âû÷èñëèòå |xyz|.

Îòâåò: 8.
Ðåøåíèå. Ïîñëå ñëîæåíèÿ óðàâíåíèé ïîëó÷èì (x+y+z)2 = 49, îòêóäà

x+y+z = ±7. Ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ: (1, 2, 4) è (−1,−2,−4).
4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ√

x3 + 4x− 1− 8
√
x4 − x =

√
x3 − 1 + 2

√
x.

Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. Ïîñëå âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò è óïðîùåíèÿ ïîëó÷èì óðàâíå-

íèå 12
√
x4 − x = 0, îòêóäà x = 0 èëè 1, íî ïåðâûé êîðåíü � ïîñòîðîííèé.

Åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ x = 1.

5. Âû÷èñëèòå
tg2 π
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.

Îòâåò: 0,25.
Ðåøåíèå. Âñïîìíèâ ôîðìóëó òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà, ïîëó÷èì
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6. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî
AB = DA = 62, BC = CD = 93, AC = 125. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà îêðóæíîñòè äî òî÷êè A.

Îòâåò: 50.
Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ðàâíû ïî òð¼ì ñòîðîíàì. Ïî-

ýòîìó ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû óãëû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåæàùèå ê ñòî-
ðîíå AC. Ñòàëî áûòü, AC � áèññåêòðèñà óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A è C ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà ABCD. Êàê èçâåñòíî, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìíîãî-
óãîëüíèêà ëåæèò íà áèññåêòðèñàõ âñåõ åãî óãëîâ. Çíà÷èò, öåíòð îêðóæíî-
ñòè � òî÷êà O � ëåæèò íà äèàãîíàëè AC. Êðîìå òîãî, O ëåæèò íà áèññåê-
òðèñå óãëà B. Äëÿ íàõîæäåíèÿ AO îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î
áèññåêòðèñå, ïðèìåíèâ å¼ ê òðåóãîëüíèêó ABC: AO/OC = AB/BC = 2/3.
Îòñþäà AO = 50.

7. Èìååòñÿ êëåò÷àòîå ïîëå ðàçìåðîì 4 × 6. Ó Èãîðÿ òðè êðàñêè �
áåëàÿ, ñåðàÿ è ÷¼ðíàÿ. Îí äîëæåí ðàñêðàñèòü êëåòêè òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå
êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà, íî ïðè ýòîì íå áûëî ðåçêîé ñìåíû öâåòà,
ò. å. çàïðåùàåòñÿ ñîñåäñòâî áåëîé êëåòêè è ÷¼ðíîé. (Êëåòêè íàçûâàþòñÿ
ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà). Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ó Èãîðÿ
ïîêðàñèòü ïîëå?

Îòâåò: 8192.
Ðåøåíèå. Åñëè çàìåíèòü (âðåìåííî) áåëûé è ÷¼ðíûé öâåò çåë¼íûì,

òî ó Èãîðÿ äîëæíà ïîëó÷èòñÿ øàõìàòíàÿ ñåðî-çåë¼íàÿ ðàñêðàñêà. Òàêèõ
ðàñêðàñîê ðîâíî äâå. Òåïåðü îñòàëîñü äëÿ êàæäîé èç 12 çåë¼íûõ êëåòîê
âûáðàòü îäèí èç äâóõ öâåòîâ. Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè
ðàâíî 213.

8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå

(a+ 1)x2 − 4ax+ 4a− 4 = 0

èìååò áîëåå îäíîãî öåëîãî êîðíÿ.
Îòâåò: −5.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî a 6= −1. Ïðè òàêîì a óðàâíåíèå èìååò êîðíè 2 è

2a− 2

a+ 1
= 2− 4

a+ 1
. Çíà÷èò, ÷èñëî a+ 1 äîëæíî áûòü äåëèòåëåì 4.



2 áëîê

1. Ïåòÿ è Âàñÿ áåæàëè ïîëóìàðàôîí. Ïåòÿ ïðîáåæàë åãî ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ 16 êì/÷. Âàñÿ ïåðâóþ ïîëîâèíó äèñòàíöèè áåæàë ñî ñðåäíåé
ñêîðîñòüþ x êì/÷, à íà âòîðîé ïîëîâèíå äèñòàíöèè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü
óïàëà íà 20%. Ïåòÿ è Âàñÿ ôèíèøèðîâàëè îäíîâðåìåííî. Íàéäèòå x.

Îòâåò: 18.

Ðåøåíèå. Ïóñòü S � äëèíà ïîëóìàðàôîíà. Òîãäà
2S

16
=
S

x
+

S

0,8x
, èëè

2S

16
=

1,8S

0,8x
. Îòñþäà x =

1,8 · 16
2 · 0,8

= 18.

2. Íàéäèòå 200-þ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 1/7.
Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà 1/7 èìååò ïåðèîä äëèíîé 6:

1/7 = 0,(142857).

Ïîñêîëüêó 200 = 6 · 33 + 2, 200-é öèôðîé áóäåò 2-ÿ öèôðà ïåðèîäà.

3. Ïóñòü


x(x+ y + z) = 9;
y(x+ y + z) = 27;
z(x+ y + z) = 45.

Êàêîâî íàèìåíüøåå âîçìîæíîå çíà-

÷åíèå xyz?
Îòâåò: −15.
Ðåøåíèå. Ïîñëå ñëîæåíèÿ óðàâíåíèé ïîëó÷èì (x+y+z)2 = 81, îòêóäà

x+y+z = ±9. Ïîýòîìó ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ: (1, 3, 5) è (−1,−3,−5).
4. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

√
x2 − x+

√
2− x− x2 =

√
x− 1.

Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. ÎÄÇ óðàâíåíèÿ ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ òî÷åê: 0 è 1. Ïîäñòà-

íîâêà â èñêîäíîå óðàâíåíèå, ïîêàçûâàåò, ÷òî åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâ-
íåíèÿ x = 1.

5. Âû÷èñëèòå
1− 2 tg2 π
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tg2 π
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.

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. Âñïîìíèâ ôîðìóëó òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà, ïîëó÷èì
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6. Â ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD âïèñàíà îêðóæíîñòü. Èçâåñòíî, ÷òî
AB = DA = 18, BC = CD = 24, AC = 35. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò öåíòðà
îêðóæíîñòè äî òî÷êè C.

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå. Òðåóãîëüíèêè ABC è ADC ðàâíû ïî òð¼ì ñòîðîíàì. Ïî-

ýòîìó ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû óãëû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, ïðèëåæàùèå ê ñòî-
ðîíå AC. Ñòàëî áûòü, AC � áèññåêòðèñà óãëîâ ïðè âåðøèíàõ A è C ÷åòû-
ð¼õóãîëüíèêà ABCD. Êàê èçâåñòíî, öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìíîãî-
óãîëüíèêà ëåæèò íà áèññåêòðèñàõ âñåõ åãî óãëîâ. Çíà÷èò, öåíòð îêðóæíî-
ñòè � òî÷êà O � ëåæèò íà äèàãîíàëè AC. Êðîìå òîãî, O ëåæèò íà áèññåê-
òðèñå óãëà B. Äëÿ íàõîæäåíèÿ AO îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé î
áèññåêòðèñå, ïðèìåíèâ å¼ ê òðåóãîëüíèêó ABC: AO/OC = AB/BC = 3/4.
Îòñþäà OC = 20.

7. Èìååòñÿ êëåò÷àòîå ïîëå ðàçìåðîì 5 × 5. Ó Èãîðÿ òðè êðàñêè �
áåëàÿ, ñåðàÿ è ÷¼ðíàÿ. Îí äîëæåí ðàñêðàñèòü êëåòêè òàê, ÷òîáû ñîñåäíèå
êëåòêè áûëè ðàçíîãî öâåòà, íî ïðè ýòîì íå áûëî ðåçêîé ñìåíû öâåòà,
ò. å. çàïðåùàåòñÿ ñîñåäñòâî áåëîé êëåòêè è ÷¼ðíîé. (Êëåòêè íàçûâàþòñÿ
ñîñåäíèìè, åñëè ó íèõ åñòü îáùàÿ ñòîðîíà). Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ó Èãîðÿ
ïîêðàñèòü ïîëå?

Îòâåò: 12288.
Ðåøåíèå. Åñëè çàìåíèòü (âðåìåííî) áåëûé è ÷¼ðíûé öâåò çåë¼íûì,

òî ó Èãîðÿ äîëæíà ïîëó÷èòñÿ øàõìàòíàÿ ñåðî-çåë¼íàÿ ðàñêðàñêà. Òàêèõ
ðàñêðàñîê ðîâíî äâå. Â îäíîé èç íèõ 13 çåë¼íûõ êëåòîê, à â äðóãîé 12.
Çàìåíèòü çåë¼íûå êëåòêè íà ÷¼ðíûå è áåëûå ìîæíî 213 è 212 ñïîñîáàìè
ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, îáùåå ÷èñëî âàðèàíòîâ ðàñêðàñêè ðàâíî 213+212.

8. Íàéäèòå íàèìåíüøåå öåëîå a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå

(a+ 2)x2 − (a+ 7)x− 2a− 9 = 0

èìååò áîëåå îäíîãî öåëîãî êîðíÿ.
Îòâåò: −7.
Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî a 6= −2. Ïðè òàêîì a óðàâíåíèå èìååò êîðíè −1 è

2a+ 9

a+ 2
= 2 +

5

a+ 2
. Çíà÷èò, ÷èñëî a+ 2 äîëæíî áûòü äåëèòåëåì 5.


