
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2014 ã.

11 êëàññ

1 áëîê

1. (6 á.) Èâàí Ôåäîñååâè÷ êàæäûé äåíü â îäíî è òî æå âðåìÿ âûåçæàåò
íà ñâî¼ì àâòîìîáèëå íà ðàáîòó. Åñëè îí åäåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 40 êì/÷,
òî îí ïðèáûâàåò íà ðàáîòó â 8 ÷ 04 ìèí. Åñëè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü 60 êì/÷,
òî îí ïðèåçæàåò â 7 ÷ 56 ìèí. Ñ êàêîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ (â êì/÷) íóæíî
åõàòü Èâàíó Ôåäîñååâè÷ó, ÷òîáû ïðèáûòü íà ðàáîòó ðîâíî â 8 ÷?

Îòâåò: 48.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t � âðåìÿ (â ÷), êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ Èâàíó Ôåäîñå-

åâè÷ó, ÷òîáû ïðèáûòü íà ðàáîòó ðîâíî â 8.00, à s � ðàññòîÿíèå (â êì) îò
åãî äîìà äî åãî ðàáîòû. Òîãäà

s = 40

(
t+

1

15

)
= 60

(
t− 1

15

)
,

îòêóäà

20t =
20

3
, t =

1

3
, s = 16, v =

s

t
= 48.

2. (6 á.) Èçâåñòíî, ÷òî xy
x2+6y2

= 1
5
. Âû÷èñëèòå íàèìåíüøåå âîçìîæíîå

çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ xy
x2−6y2

.
Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå x2−5xy+6y2 = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü y ïàðàìåòðîì, à x ïåðåìåííîé. Ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì x = 2y èëè x = 3y. Òåïåðü ïîäñòàíîâêà äà¼ò äâà âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìîãî âûðàæåíèÿ: −1 è 1.

3. (6 á.) Íàéäèòå íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

1

x(x+ 1)
+

1

(x+ 1)(x+ 2)
+

1

(x+ 2)(x+ 3)
+

1

(x+ 3)(x+ 4)
=

1

8
.

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â

âèäå ðàçíîñòè:

1

x(x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
;

1

(x+ 1)(x+ 2)
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2
;

1

(x+ 2)(x+ 3)
=

1

x+ 2
− 1

x+ 3
;

1

(x+ 3)(x+ 4)
=

1

x+ 3
− 1

x+ 4
.



Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå 1
x
− 1

x+4
= 1

8
. Îíî ñâîäèòñÿ ê

êâàäðàòíîìó x2 + 4x− 32 = 0, êîðíè êîòîðîãî −8 è 4.

4. (6 á.) Èìååòñÿ êëåò÷àòîå ïîëå 50×50. Íåêîòîðûå êëåòêè ïîêðàøåíû
â ÷¼ðíûé öâåò. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ êëåòêà � åäèíñòâåííàÿ ëèáî
â ñòðîêå, ëèáî â ñòîëáöå. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê?

Îòâåò: 98.
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð íà 98 ÷¼ðíûõ êëåòîê. Ïîêðàñèì

âñå êëåòêè âåðõíåé ñòðîêè è ëåâîãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì èõ îáùåé
êëåòêè.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áîëüøåãî ÷èñëà ÷¼ðíûõ êëåòîê áûòü íå ìîæåò.
×èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê, åäèíñòâåííûõ â ñòðîêàõ, íå áîëüøå 50. Åñëè òàêèõ
êëåòîê ðîâíî 50, òî íèêàêèõ äðóãèõ ÷¼ðíûõ êëåòîê íåò, è îáùåå ÷èñëî
÷¼ðíûõ êëåòîê 50, ÷òî ìåíüøå 98. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷¼ðíûõ êëå-
òîê, åäèíñòâåííûõ â ñòðîêàõ, íå áîëüøå 49. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå ìîæíî
ïðîâåñòè è ñî ñòîëáöàìè. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê íå áîëüøå
49 + 49 = 98.

5. (6 á.) Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 3 sinx− 4 cos x.
Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà, èìååì

y = 5 sin(x − φ), ãäå φ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé óãîë. Òåïåðü îòâåò
î÷åâèäåí.

6. (6 á.) Â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ñ äëèíàìè îñíîâàíèé 18 è 32
âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå å¼ ðàäèóñ.

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. Â îïèñàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñóììà äëèí îñíîâàíèé 50, çíà÷èò äëèíà
áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà 25. Ïðîåêöèÿ áîêîâîé ñòîðîíû íà îñíîâàíèå ðàâíà
ïîëóðàçíîñòè îñíîâàíèé 32−18

2
= 7. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì âûñî-

òó òðàïåöèè. Îíà ðàâíà 24. Íî äëèíà âûñîòû ðàâíà óäâîåííîìó ðàäèóñó
âïèñàííîé îêðóæíîñòè.

7. (6 á.) Â êëàññå 16 ó÷åíèêîâ, ñðåäè íèõ áðàòüÿ Êèðèëë è Ìèõàèë.
Êëàññ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçáèâàþò íà 4 ãðóïïû ïî 4 ÷åëîâåêà. Íàéäèòå
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Êèðèëë è Ìèõàèë îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ãðóïïàõ.

Îòâåò: 0,8.
Ðåøåíèå. Ïîñëå òîãî, êàê Êèðèëë çàíÿë ìåñòî â îäíîé èç ãðóïï, Ìè-

õàèë ìîæåò çàíÿòü îäíî èç 15 îñòàâøèõñÿ ìåñò, 12 èç êîòîðûõ ñîîòâåò-
ñòâóþò èíòåðåñóþùåìó íàì ñîáûòèþ. Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
12
15

= 0,8.



8. (8 á.) Â ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé Ñòåôàíà Öâåéãà 7 òîìîâ. Îíè ñòîÿò íà
ïîëêå ïî÷òè ïî ïîðÿäêó: êàæäûé òîì ñòîèò ëèáî íà ñâî¼ì ìåñòå, ëèáî íà
ñîñåäíåì. Ñêîëüêî òàêèõ ðàñïîëîæåíèé âîçìîæíî?

Îòâåò: 21.
Ðåøåíèå. Ïóñòü an � êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë îò 1 äî n, â

êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî i ÷èñëî i ñòîèò íà i-ì ìåñòå èëè íà ñîñåäíåì ñ íèì.
Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè a7.

Î÷åâèäíî, a1 = 1, a2 = 2. ×èñëî n ñòîèò íà n-ì ìåñòå èëè íà (n− 1)-ì.
Â ïåðâîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî an−1. À âî âòîðîì ñëó÷àå
íà n-ì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëî n − 1; òàêèõ ïåðåñòàíîâîê an−2.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an = an−1 + an−2,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a3 = 3, a4 = 5, a5 = 8,
a6 = 13, a7 = 21.

2 áëîê

1. (6 á.) Àíäðåé Èâàíîâè÷ êàæäûé äåíü â îäíî è òî æå âðåìÿ âûåçæàåò
íà ñâî¼ì âåëîñèïåäå íà ðàáîòó. Åñëè îí åäåò ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ 12 êì/÷,
òî îí ïðèáûâàåò íà ðàáîòó â 8 ÷ 05 ìèí. Åñëè åãî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü 18 êì/÷,
òî îí ïðèåçæàåò â 7 ÷ 55 ìèí. Ñ êàêîé ñðåäíåé ñêîðîñòüþ (â êì/÷) íóæíî
åõàòü Àíäðåþ Èâàíîâè÷ó, ÷òîáû ïðèáûòü íà ðàáîòó ðîâíî â 8 ÷?

Îòâåò: 14,4.
Ðåøåíèå. Ïóñòü t � âðåìÿ (â ÷), êîòîðîå ïîòðåáóåòñÿ Àíäðåþ Èâàíî-

âè÷ó, ÷òîáû ïðèáûòü íà ðàáîòó ðîâíî â 8.00, à s � ðàññòîÿíèå (â êì) îò
åãî äîìà äî åãî ðàáîòû. Òîãäà

s = 12

(
t+

1

12

)
= 18

(
t− 1

12

)
,

îòêóäà

6t =
5

2
, t =

5

12
, s = 6, v =

s

t
= 14,4.

2. (6 á.) Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

1

x(x+ 1)
+

1

(x+ 1)(x+ 2)
+

1

(x+ 2)(x+ 3)
+

1

(x+ 3)(x+ 4)
=

1

3
.

Îòâåò: −6.
Ðåøåíèå. Ïðåäñòàâèì êàæäîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ â

âèäå ðàçíîñòè:

1

x(x+ 1)
=

1

x
− 1

x+ 1
;

1

(x+ 1)(x+ 2)
=

1

x+ 1
− 1

x+ 2
;



1

(x+ 2)(x+ 3)
=

1

x+ 2
− 1

x+ 3
;

1

(x+ 3)(x+ 4)
=

1

x+ 3
− 1

x+ 4
.

Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èì óðàâíåíèå 1
x
− 1

x+4
= 1

3
. Îíî ñâîäèòñÿ ê

êâàäðàòíîìó x2 + 4x− 12 = 0, êîðíè êîòîðîãî −6 è 2.

3. (6 á.) Èçâåñòíî, ÷òî xy
x2+5y2

= 1
6
. Âû÷èñëèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå

çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ xy
x2−5y2

.
Îòâåò: 0,25.
Ðåøåíèå. Óñëîâèå çàäà÷è ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå x2−6xy+5y2 = 0.

Áóäåì ñ÷èòàòü y ïàðàìåòðîì, à x ïåðåìåííîé. Ðåøèâ êâàäðàòíîå óðàâíå-
íèå, ïîëó÷èì x = y èëè x = 5y. Òåïåðü ïîäñòàíîâêà äà¼ò äâà âîçìîæíûõ
çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿåìîãî âûðàæåíèÿ: −0,25 è 0,25.

4. (6 á.) Èìååòñÿ êëåò÷àòîå ïîëå 100× 100. Íåêîòîðûå êëåòêè ïîêðà-
øåíû â ÷¼ðíûé öâåò. Èçâåñòíî, ÷òî êàæäàÿ ÷¼ðíàÿ êëåòêà � åäèíñòâåííàÿ
ëèáî â ñòðîêå, ëèáî â ñòîëáöå. Êàêîâî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê?

Îòâåò: 198.
Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ïðèâåä¼ì ïðèìåð íà 198 ÷¼ðíûõ êëåòîê. Ïîêðàñèì

âñå êëåòêè âåðõíåé ñòðîêè è ëåâîãî ñòîëáöà, çà èñêëþ÷åíèåì èõ îáùåé
êëåòêè.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî áîëüøåãî ÷èñëà ÷¼ðíûõ êëåòîê áûòü íå ìîæåò.
×èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê, åäèíñòâåííûõ â ñòðîêàõ, íå áîëüøå 100. Åñëè òà-
êèõ êëåòîê ðîâíî 100, òî íèêàêèõ äðóãèõ ÷¼ðíûõ êëåòîê íåò, è îáùåå ÷èñ-
ëî ÷¼ðíûõ êëåòîê 100, ÷òî ìåíüøå 198. Çíà÷èò, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷¼ð-
íûõ êëåòîê, åäèíñòâåííûõ â ñòðîêàõ, íå áîëüøå 99. Òàêîå æå ðàññóæäåíèå
ìîæíî ïðîâåñòè è ñî ñòîëáöàìè. Ïîýòîìó îáùåå ÷èñëî ÷¼ðíûõ êëåòîê íå
áîëüøå 99 + 99 = 198.

5. (6 á.) Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y = 12 sin x+ 5 cos x.
Îòâåò: 13.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ââåäåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîãî óãëà, èìååì

y = 13 sin(x + φ), ãäå φ � íåêîòîðûé ôèêñèðîâàííûé óãîë. Òåïåðü îòâåò
î÷åâèäåí.

6. (6 á.) Â ðàâíîáåäðåííóþ òðàïåöèþ ñ äëèíàìè îñíîâàíèé 20 è 45
âïèñàíà îêðóæíîñòü. Íàéäèòå å¼ ðàäèóñ.

Îòâåò: 15.
Ðåøåíèå. Â îïèñàííîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ñóììû äëèí ïðîòèâîïîëîæ-

íûõ ñòîðîí ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ñóììà äëèí îñíîâàíèé 65, çíà÷èò äëèíà
áîêîâîé ñòîðîíû ðàâíà 32,5. Ïðîåêöèÿ áîêîâîé ñòîðîíû íà îñíîâàíèå ðàâ-
íà ïîëóðàçíîñòè îñíîâàíèé 45−20

2
= 12,5. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà íàõîäèì

âûñîòó òðàïåöèè. Îíà ðàâíà 30. Íî äëèíà âûñîòû ðàâíà óäâîåííîìó ðà-
äèóñó âïèñàííîé îêðóæíîñòè.



7. (6 á.) Èìååòñÿ òðè ïàðû îäèíàêîâûõ ïåð÷àòîê. Èç íèõ ñëó÷àéíî âû-
áèðàþò ÷åòûðå ïåð÷àòêè. Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü
äâå ïàðû ïåð÷àòîê?

Îòâåò: 0,6.
Ðåøåíèå. ×åòûðå ïåð÷àòêè îáðàçóþò äâå ïàðû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïàðó îáðàçóþò îñòàâøèåñÿ äâå ïåð÷àòêè. Ïîýòîìó ïîäñ÷èòàåì âåðî-
ÿòíîñòü ñîñòàâèòü ïàðó äëÿ äâóõ ïåð÷àòîê. Ïîñëå òîãî, êàê îäíà ïåð÷àòêà
âûáðàíû, èç ïÿòè îñòàâøèõñÿ òðè îáðàçóþò ñ íåé ïàðó. Ïîýòîìó èñêîìàÿ
âåðîÿòíîñòü ðàâíà 3

5
= 0,6.

8. (8 á.) Â ñîáðàíèè ñî÷èíåíèé È. Ñ. Òóðãåíåâà 12 òîìîâ. Îíè ñòîÿò
íà ïîëêå ïî÷òè ïî ïîðÿäêó: êàæäûé òîì ñòîèò ëèáî íà ñâî¼ì ìåñòå, ëèáî
íà ñîñåäíåì. Ñêîëüêî òàêèõ ðàñïîëîæåíèé âîçìîæíî?

Îòâåò: 233.
Ðåøåíèå. Ïóñòü an � êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ÷èñåë îò 1 äî n, â

êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî i ÷èñëî i ñòîèò íà i-ì ìåñòå èëè íà ñîñåäíåì ñ íèì.
Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè a12.

Î÷åâèäíî, a1 = 1, a2 = 2. ×èñëî n ñòîèò íà n-ì ìåñòå èëè íà (n− 1)-ì.
Â ïåðâîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê ðàâíî an−1. À âî âòîðîì ñëó÷àå
íà n-ì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü òîëüêî ÷èñëî n − 1; òàêèõ ïåðåñòàíîâîê an−2.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

an = an−1 + an−2,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäèì a3 = 3, a4 = 5, a5 = 8,
a6 = 13, a7 = 21, a8 = 34, a9 = 55, a10 = 89, a11 = 144, a12 = 233.


