
Îòêðûòàÿ îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå
Î÷íûé òóð 30 íîÿáðÿ 2008 ã.

Ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ

1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû ïðÿìîãî
óãëà â 4 ðàçà ìåíüøå ãèïîòåíóçû. Íàéäèòå îñòðûå óãëû ýòîãî òðåóãîëüíèêà.

Îòâåò: 15◦ è 75◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë C � ïðÿìîé, CH è CD � âûñîòà

è ìåäèàíà.
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Ïî ñâîéñòâó ìåäèàíû, ïðîâåä¼ííîé èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, CD = AD =
1

2
AB. Ïî óñëîâèþ CH =

1

4
AB. Çíà÷èò, â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå CDH

êàòåò CH âäâîå ìåíüøå ãèïîòåíóçû CD. Îòñþäà ∠CDH = 30◦. Ýòîò óãîë ÿâ-
ëÿåòñÿ âíåøíèì äëÿ òðåãîëüíèêà ADC. Âíåøíèé óãîë ðàâåí ñóììå äâóõ âíóò-
ðåííèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà, íå ñìåæíûõ ñ ýòèì âíåøíèì. Ïîñêîëüêó AD = DC,
èìååì ðàâåíñòâî óãëîâ ∠DAC = ∠ACD. Çíà÷èò, ∠A = 15◦,∠B = 75◦.

2. ×èñëà 1, 2, 3, . . . , 2008 ðàçáèëè íà ïàðû (a1, b1), (a2, b2), . . . , (a1004, b1004) òàê,
÷òî äëÿ êàæäîãî i ðàçíîñòü ai − bi ðàâíà 1 èëè 6. Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ
÷èñëî, ðàâíîå

(a1 + a2 + . . . + a1004)− (b1 + b2 + . . . + b1004)?

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ci = ai − bi. Èìååì

S = (a1 + a2 + . . . + a1004)− (b1 + b2 + . . . + b1004) = c1 + c2 + . . . + c1004.

Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë ci ðîâíî k ðàâíû 6. Òîãäà S = 6k + (1004 − k) = 1004 + 5k.
Îòñþäà âèäíî, ÷òî ÷èñëî S îêàí÷èâàåòñÿ íà 4 èëè 9.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â âûðàæåíèè

S = a1 + a2 + . . . + a1004 − b1 − b2 − . . .− b1004

êîëè÷åñòâî íå÷¼òíûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî 1004 (òàê êàê ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 2008
÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ÷èñåë ïîðîâíó). Ïîýòîìó ÷èñëî S ÷¼òíî. Çíà÷èò, ïîñëåäíÿÿ
öèôðà ÷èñëà S ÷¼òíàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî S îêàí÷èâàåòñÿ íà 4.



3. ×èñëà a, b è c � öåëûå. Óðàâíåíèÿ

ax2 + bx + c = 0 è (c− b)x2 + (c− a)x + a + b = 0

èìåþò îáùèé êîðåíü (íå îáÿçàòåëüíî öåëûé). Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî a + b + 2c
äåëèòñÿ íà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x0 � îáùèé êîðåíü óðàâíåíèé. Òîãäà

ax2
0 + bx0 + c = 0; (c− b)x2

0 + (c− a)x0 + a + b = 0.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà âòîðîå, ïîëó÷èì

(a− c + b)(x2
0 + x0 − 1) = 0.

Îäíà èç ñêîáîê ðàâíà íóëþ.
Åñëè a− c + b = 0, òî a + b + 2c = 3c äåëèòñÿ íà 3.

Åñëè x2
0 + x0 − 1 = 0, òî x0 =

−1±√5

2
è

ax2
0 + bx0 + c = a(1− x0) + bx0 + c = a + c + (b− a)x0 = 0. (∗)

Ïðè b 6= a èç (∗) ñëåäóåò, ÷òî x0 =
a + c

a− b
. Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò èððàöèî-

íàëüíîñòè ÷èñëà x0. Çíà÷èò, b = a. Íî òîãäà èç (∗) ïîëó÷àåì c = −a, îòêóäà
a + b + 2c = 2a− 2a = 0 äåëèòñÿ íà 3.

4. Ïëîñêîñòü ðàñêðàøåíà â 4 öâåòà (ò. å. êàæäàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè ïîêðàøåíà
â îäèí èç äàííûõ ÷åòûð¼õ öâåòîâ, è äëÿ êàæäîãî öâåòà íàéä¼òñÿ òî÷êà ýòîãî
öâåòà). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êè íå ìåíåå ÷åì òð¼õ
öâåòîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü òî÷êè A,B,C è D èìåþò ñîîòâåòñòâåííî öâåòà a, b, c è
d. Ðàññóæäàÿ îò ïðîòèâíîãî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íè îäíà ïðÿìàÿ íå ñîäåðæèò
òî÷åê áîëåå ÷åì äâóõ öâåòîâ. Òîãäà ïðÿìàÿ AB ðàñêðàøåíà â öâåòà a è b, à
ïðÿìàÿ CD � â öâåòà c è d. Çíà÷èò, ýòè ïðÿìûå íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, ò. å.
îíè ïàðàëëåëüíû. Ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå ïàðàëëåëüíû è ïðÿìûå AD è BC.
Òîãäà ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD � ïàðàëëåëîãðàìì. Åãî äèàãîíàëè AC è BD
ïåðåñåêàþòñÿ, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó öâåòà òî÷åê ýòèõ ïðÿìûõ ðàçíûå.


