
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2015 ã.

11 êëàññ

1 áëîê

1. (10 á.) Ïî äîðîãå, âåäóùåé èç ëåñà â ïîñ¼ëîê, ñïåøàò Êðàñíàÿ Øà-
ïî÷êà è âîëê, à íàâñòðå÷ó èì èäóò (ïîðîçíü, êîíå÷íî) áàáóøêà è îõîòíèê.
Ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ âîëêà è áàáóøêè 14 êì/÷, Êðàñíîé Øàïî÷êè è áà-
áóøêè 9 êì/÷, îõîòíèêà è Êðàñíîé Øàïî÷êè 11 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
(â êì/÷) ñáëèæàþòñÿ âîëê è îõîòíèê?

Îòâåò: 16.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòè Êðàñíîé Øàïî÷êè, âîëêà, áàáóøêè è îõîò-

íèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a, b, c è d. Òîãäà b+c = 14, a+c = 9, d+a = 11.
Íóæíî âû÷èñëèòü b+ d. Èìååì

b+ d = (b+ c) + (a+ d)− (a+ c) = 14 + 11− 9 = 16.

2. (12 á.) Äâå áðèãàäû äîëæíû áûëè ïî ïëàíó îòðåìîíòèðîâàòü 22
ìîòîðà. Ïåðâàÿ áðèãàäà ïåðåâûïîëíèëà ïëàí íà 25%, à âòîðàÿ � íà 20%.
Ñêîëüêî ìîòîðîâ ïî ïëàíó äîëæíà áûëà îòðåìîíòèðîâàòü ïåðâàÿ áðèãàäà?

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëàí ïåðâîé áðèãàäû x, à âòîðîé y. Ïîñêîëüêó 0,25x

� öåëîå ÷èñëî, x äåëèòñÿ íà 4. Ïîñêîëüêó 0,2y � öåëîå ÷èñëî, y äåëèòñÿ
íà 5. Ïîëîæèì x = 4x1, y = 5y1. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâ-
íåíèå 4x1 + 5y1 = 22 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:
x1 = 3, y1 = 2. Çíà÷èò, x = 4x1 = 12.

3. (12 á.) Äàíû îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè A è B è ðàäèóñàìè 6 è 3
ñîîòâåòñòâåííî. Îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì êà-
ñàåòñÿ èõ â òî÷êàõ C è D ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå E, ïðè÷¼ì AE = 10. ×åìó ðàâíà äëèíà îòðåçêà CD?

Îòâåò: 12.
Ðåøåíèå. ACE è BDE � ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ AC
BD

= 2. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, CE = 8. Îòñþäà
DE = 4 è CD = CE + ED = 12.

4. (12 á.) Ïóñòü tg x = 5. Âû÷èñëèòå
2 sin x+ 4 cos x

cosx− 3 sin x
.

Îòâåò: −1.

Ðåøåíèå.
2 sinx+ 4 cos x

cos x− 3 sin x
=

2 tg x+ 4

1− 3 tg x
=

2 · 5 + 4

1− 3 · 5
= −1.

5. (13 á.) Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 13 âïèñàíà òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè
24 è 10. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà (ïëîùàäü)
ìåíüøå 200.

Îòâåò: 119.



Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ëåæèò öåíòð îêðóæíîñòè âíóòðè äàííîé òðàïåöèè
èëè íåò, èìååì äâå âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè. Â ïåðâîì ñëó÷àå (ðèñ. 1)
âûñîòà òðàïåöèè EF = EO + OF = 12 + 5 = 17, à ïëîùàäü ðàâíà
24+10

2
· 17 = 289, ÷òî íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è. Âî âòîðîì ñëó-

÷àå (ðèñ. 2) âûñîòà òðàïåöèè EF = EO − OF = 12 − 5 = 7, à ïëîùàäü
ðàâíà 24+10

2
· 7 = 119.

6. (13 á.) Ïóñòü y = f(x) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì ïðè x > 0

f(x) = (2x2 + x)(x2 − 5x+ 6).

Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå f(x) = 0?
Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èìååò äâà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ (2 è 3) è, â ñèëó

íå÷¼òíîñòè ôóíêöèè, ñòîëüêî æå îòðèöàòåëüíûõ. ×èñëî 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óðàâíåíèÿ. Âñåãî 5 êîðíåé.

7. (14 á.) Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

(x2 + 3x− 4)3 + (5x− 2x2 − 3)3 = (8x− x2 − 7)3.

Îòâåò: −42.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ åñòü ñóì-

ìà ñêîáîê â åãî ëåâîé ÷àñòè. Ïóñòü y = x2 + 3x − 4; z = 5x − 2x2 − 3.
Îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y3 + z3 = (y + z)3; y3 + z3 = y3 + 3y2z + 3yz2 + z3; 3yz(y + z) = 0,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè

 y = 0;
z = 0;

y + z = 0.
Òàêèì îáðàçîì, íóæíî

êàæäóþ èç òð¼õ ñêîáîê ïðèðàâíÿòü ê íóëþ. Ïîëó÷èòñÿ ñîâîêóïíîñòü òð¼õ
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Êîðíè ýòèõ óðàâíåíèé: 1,−4; 1, 3

2
; 1, 7.

8. (14 á.) Èìåþòñÿ 900 áóñèíîê, ïðîíóìåðîâàííûõ ÷èñëàìè îò 1 äî 900.
Óäàëÿþò âñå áóñèíêè, íîìåðà êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè (1,



4, 9, . . . , 900). Îñòàâøèåñÿ áóñèíêè íóìåðóþòñÿ çàíîâî íà÷èíàÿ ñ 1. Çàòåì
îïåðàöèÿ ïîâòîðÿåòñÿ. Ñêîëüêî ðàç äîëæíà áûòü âûïîëíåíà îïåðàöèÿ,
÷òîáû îñòàëàñü îäíà áóñèíêà?

Îòâåò: 58.
Ðåøåíèå. Åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò ó íàñ n2 áóñèíîê, òî óäàëÿåòñÿ n

áóñèíîê, à èç îñòàâøèõñÿ n2−n áóñèíîê íà ñëåäóþùåì øàãå áóäåò óäàëåíî
n − 1 áóñèíîê (ò. ê. (n − 1)2 < n2 − n < n2) è îñòàíåòñÿ (n − 1)2 áóñèíîê.
Òàêèì îáðàçîì, çà äâå îïåðàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò n2 ê (n− 1)2.
Îò 302 äî 12 áóäåò ñäåëàíî 29 ïåðåõîäîâ, íà ÷òî ïîíàäîáèòñÿ 58 îïåðàöèé.

2 áëîê

1. (10 á.) Ïî äîðîãå, âåäóùåé èç ëåñà â ïîñ¼ëîê, ñïåøàò Êðàñíàÿ Øà-
ïî÷êà è âîëê, à íàâñòðå÷ó èì èäóò (ïîðîçíü, êîíå÷íî) áàáóøêà è îõîòíèê.
Ñêîðîñòü ñáëèæåíèÿ âîëêà è áàáóøêè 16 êì/÷, Êðàñíîé Øàïî÷êè è áà-
áóøêè 9 êì/÷, îõîòíèêà è Êðàñíîé Øàïî÷êè 13 êì/÷. Ñ êàêîé ñêîðîñòüþ
(â êì/÷) ñáëèæàþòñÿ âîëê è îõîòíèê?

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòè Êðàñíîé Øàïî÷êè, âîëêà, áàáóøêè è îõîò-

íèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî a, b, c è d. Òîãäà b+c = 16, a+c = 9, d+a = 13.
Íóæíî âû÷èñëèòü b+ d. Èìååì

b+ d = (b+ c) + (a+ d)− (a+ c) = 16 + 13− 9 = 20.

2. (12 á.) Äâå áðèãàäû äîëæíû áûëè ïî ïëàíó îòðåìîíòèðîâàòü 23
ìîòîðà. Ïåðâàÿ áðèãàäà ïåðåâûïîëíèëà ïëàí íà 25%, à âòîðàÿ � íà 20%.
Ñêîëüêî ìîòîðîâ ïî ïëàíó äîëæíà áûëà îòðåìîíòèðîâàòü âòîðàÿ áðèãàäà?

Îòâåò: 15.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëàí ïåðâîé áðèãàäû x, à âòîðîé y. Ïîñêîëüêó 0,25x

� öåëîå ÷èñëî, x äåëèòñÿ íà 4. Ïîñêîëüêó 0,2y � öåëîå ÷èñëî, y äåëèòñÿ
íà 5. Ïîëîæèì x = 4x1, y = 5y1. Íåáîëüøîé ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâ-
íåíèå 4x1 + 5y1 = 23 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ:
x1 = 2, y1 = 3. Çíà÷èò, y = 5y1 = 15.

3. (12 á.) Äàíû îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè A è B è ðàäèóñàìè 12 è 24
ñîîòâåòñòâåííî. Îáùàÿ âíóòðåííÿÿ êàñàòåëüíàÿ ê ýòèì îêðóæíîñòÿì êà-
ñàåòñÿ èõ â òî÷êàõ C è D ñîîòâåòñòâåííî. Ïðÿìûå AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ
â òî÷êå E, ïðè÷¼ì AE = 13. ×åìó ðàâíà äëèíà îòðåçêà CD?

Îòâåò: 15.
Ðåøåíèå. ACE è BDE � ïîäîáíûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ñ

êîýôôèöèåíòîì ïîäîáèÿ BD
AC

= 2. Ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà, CE = 5. Îòñþäà
DE = 10 è CD = CE + ED = 15.

4. (12 á.) Ïóñòü tg x = 4. Âû÷èñëèòå
2 sin x+ 3 cos x

cosx− 3 sin x
.



Îòâåò: −1.

Ðåøåíèå.
2 sinx+ 3 cos x

cos x− 3 sin x
=

2 tg x+ 3

1− 3 tg x
=

2 · 4 + 3

1− 3 · 4
= −1.

5. (12 á.) Â îêðóæíîñòü ðàäèóñà 13 âïèñàíà òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè
24 è 10. Íàéäèòå ïëîùàäü òðàïåöèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà (ïëîùàäü)
áîëüøå 200.

Îòâåò: 289.
Ðåøåíèå. Ñì. âûøå (â 1 áëîêå).

6. (13 á.) Ïóñòü y = f(x) � ÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷¼ì ïðè x > 0

f(x) = (2x2 − x)(x2 − 5x+ 6).

Ñêîëüêî êîðíåé èìååò óðàâíåíèå f(x) = 0?
Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èìååò òðè ïîëîæèòåëüíûõ êîðíÿ (1

2
, 2 è 3) è,

â ñèëó íå÷¼òíîñòè ôóíêöèè, ñòîëüêî æå îòðèöàòåëüíûõ. ×èñëî 0 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ. Âñåãî 7 êîðíåé.

7. (14 á.) Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ

(x2 − 3x+ 2)3 + (x2 − 7x+ 12)3 = (2x2 − 10x+ 14)3.

Îòâåò: 24.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñêîáêà â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ åñòü ñóì-

ìà ñêîáîê â åãî ëåâîé ÷àñòè. Ïóñòü y = x2 − 3x + 2; z = x2 − 7x + 12.
Îòíîñèòåëüíî íîâûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

y3 + z3 = (y + z)3; y3 + z3 = y3 + 3y2z + 3yz2 + z3; 3yz(y + z) = 0,

êîòîðîå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè

 y = 0;
z = 0;

y + z = 0.
Òàêèì îáðàçîì, íóæíî

êàæäóþ èç òð¼õ ñêîáîê ïðèðàâíÿòü ê íóëþ. Ïîëó÷èòñÿ ñîâîêóïíîñòü òð¼õ
êâàäðàòíûõ óðàâíåíèé. Êîðíè ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé: 1, 2; 3, 4, à ó
òðåòüåãî óðàâíåíèÿ íåò äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé.

8. (15 á.) Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ñîñòàâèòü ÷åòûðå äâóçíà÷íûõ ïðîñòûõ
÷èñëà, â êîòîðûõ êàæäàÿ èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî
îäèí ðàç?

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Äâóçíà÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà ìîãóò îêàí÷èâàòüñÿ òîëüêî íà

öèôðû 1, 3, 7 èëè 9. Ïåðåä 1 è 7 ìîãóò ñòîÿòü òîëüêî öèôðû 4 èëè 6. Çäåñü
âîçìîæíî òîëüêî äâà âàðèàíòà (41 è 67 èëè 61 è 47). Çíà÷èò, ïåðåä 3 è 9
ìîãóò áûòü òîëüêî öèôðû 2 èëè 5. Çäåñü òàêæå èìååì ëâà âàðèàíòà (23 è
59 èëè 53 è 29). Âñåãî ïîëó÷àåì 2 · 2 = 4 ñïîñîáà ñîñòàâèòü íóæíûå ÷èñëà.


