
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2015 ã.

10 êëàññ

1 áëîê

1. (10 á.) Âåëîñèïåäèñò åõàë èç ïóíêòà A â ïóíêò B ñî ñêîðîñòüþ 30
êì/÷, à îáðàòíî � ñî ñêîðîñòüþ 20 êì/÷. Êàêîâà ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü åãî
äâèæåíèÿ (â êì/÷)?

Îòâåò: 24.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïóíêòàìè ðàâíî s. Íàéä¼ì ñðåä-

íþþ ñêîðîñòü, ðàçäåëèâ îáùèé ïóòü íà âðåìÿ äâèæåíèÿ:

v =
2s

s
30

+ s
20

= 24.

2. (11 á.) Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 132015 · 172016?
Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. ×èñëî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå (13 · 17)2015 · 17 = 2212015 · 17.

Â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè ïåðâûé ìíîæèòåëü îêàí÷èâàåòñÿ íà 1, à âòîðîé
íà 7. Ïîýòîìó ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ � 7.

3. (12 á.) Ïðÿìûå y = x
4
+ a è x = y

4
+ b ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M(1; 3).

Íàéäèòå a+ b.
Îòâåò: 3.
Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò îáîèì óðàâíåíèÿì.

Ïîýòîìó 3 = 1
4
+ a è 1 = 3

4
+ b. Ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà: 4 = 1 + a + b.

Îòñþäà a+ b = 3.

4. (13 á.) Â òðàïåöèè áîëüøåå îñíîâàíèå èìååò äëèíó 20, áîêîâûå
ñòîðîíû � 13 è 15, âûñîòà � 12. Íàéäèòå äëèíó ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ òðà-
ïåöèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà (äëèíà) áîëüøå 10.

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Ïðîåêöèè áîêîâûõ ñòîðîí íà ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ îñíîâà-
íèå òðàïåöèè, ðàâíû 9 è 5. Åñëè ìåíüøåå îñíîâàíèå ïðîåêòèðóåòñÿ âíóòðü
áîëüøåãî, òî åãî äëèíà ðàâíà 20 − (9 + 5) = 6 (ðèñ. 1), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
óñëîâèþ. Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ñëó÷àé, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2.



5. (13 á.) Äàíà ôóíêöèÿ

f(x) =


2x+ 3, åñëè x < 3,
3x− 3, åñëè 3 6 x < 10,
14− x, åñëè x > 10.

Âû÷èñëèòå f(f(f(f . . . (f(2)))))︸ ︷︷ ︸
2015 ðàç

.

Îòâåò: −22012 − 3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a0 = 2, an+1 = f(an). Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

a2015. Èìååì a1 = 7, a2 = 18, a3 = −4, a4 = −5, a5 = −7, a6 = −11,
a7 = −19, . . . Ïðè n > 3 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå an+1 = 2an + 3. Åñëè
âçÿòü bn = an + 3, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî bn+1 = 2bn (ïðè n > 3). Ïîýòîìó
b2015 = b3 · 22012 = −22012, à a2015 = −22012 − 3.

6. (13 á.) Ïóñòü x(y + z) = 6; y(z + x) = 10; (
√
z)2(x + y) = 12.

Íàéäèòå z.
Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî (

√
z)2 = z > 0. Îáîçíà÷èì a = yz, b = zx,

c = xy. Òîãäà b + c = 6; a + c = 10; a + b = 12. Îòñþäà a = 8, b = 4,
c = 2.

Èòàê, yz = 8; zx = 4; xy = 2. Ïåðåìíîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì
(xyz)2 = 64. Çíà÷èò, xyz = ±8 è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ
(1; 2; 4) è (−1;−2;−4). Ïîñêîëüêó z > 0, îñòà¼òñÿ òîëüêî ïåðâàÿ òðîéêà.

7. (14 á.) Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ 2x
x2−2x+5

+ 3x
x2+2x+5

= 7
8
.

Îòâåò: 6.
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 2

(x+ 5
x
)−2

+ 3
(x+ 5

x
)+2

= 7
8
. Ñäåëà-

åì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = x + 5
x
. Îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé èìååì

óðàâíåíèå 2
t−2

+ 3
t+2

= 7
8
, èëè 7t2 − 40t − 12 = 0. Ïîñëåäíåå èìååò êîðíè 6

è −2
7
. Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé. Óðàâíåíèå x+ 5

x
= 6 èìååò êîðíè

1 è 5, à óðàâíåíèå x + 5
x
= −2

7
ðàâíîñèëüíî 7x2 + 2x + 35 = 0 è êîðíåé íå

èìååò.
8. (14 á.) Ïåòÿ óìíîæèë íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 1 íà 997. Â ïîëó÷åííîì

÷èñëå âñå öèôðû îêàçàëèñü íå÷¼òíûìè. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå n.
Îòâåò: 335.
Ðåøåíèå. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷èñëà 997n íå÷¼òíà ïðè íå÷¼òíîì n. Äà-

ëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ÷èñëî n íå÷¼òíî. Åñëè 3n < 1000, èç ðàâåíñòâà

997n = 1000(n− 1) + (1000− 3n)

çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷åòâ¼ðòàÿ ñïðàâà öèôðà ÷èñëà 997n ñîâïàäàåò ñ ïîñëåäíåé
öèôðîé ÷èñëà n−1 è ÿâëÿåòñÿ ÷¼òíîé. Çíà÷èò, 3n > 1000, îòêóäà (ñ ó÷¼òîì



íå÷¼òíîñòè n) n > 335. Â òî æå âðåìÿ 997 ·335 = 333995 � çäåñü âñå öèôðû
íå÷¼òíû.

2 áëîê

1. (10 á.) Ïåðâàÿ òðóáà çàïîëíÿåò áàññåéí çà 2 ÷, à âòîðàÿ � çà 3 ÷. Çà
ñêîëüêî ìèíóò ýòè äâå òðóáû çàïîëíÿò áàññåéí, ðàáîòàÿ îäíîâðåìåííî?

Îòâåò: 72.
Ðåøåíèå. Çà ÷àñ ïåðâàÿ òðóáà çàïîëíÿåò 1/2 ÷àñòü áàññåéíà, à âòîðàÿ

1/3 ÷àñòü. Ðàáîòàÿ îäíîâðåìåííî, òðóáû çà îäèí ÷àñ çàïîëíÿò 1
2
+ 1

3
= 5

6

÷àñòü áàññåéíà. Çíà÷èò, áàññåéí çàïîëíèòñÿ ïîëíîñòüþ çà 6
5
÷.

2. (11 á.) Êàêîé öèôðîé îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 172015 · 192016?
Îòâåò: 3.
Ðåøåíèå. Ïîñëåäíÿÿ öèôðà ïðîèçâåäåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îïðå-

äåëÿåòñÿ èõ ïîñëåäíèìè öèôðàìè. Ïîñëåäíèå öèôðû ñòåïåíåé ñåì¼ðêè
òàêîâû: 7, 9, 3, 1, 7, . . . Èìååì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ýëåìåíòû êîòîðîé öèê-
ëè÷åñêè ïîâòîðÿþòñÿ ñ ïåðèîäîì 4. Ïîýòîìó 172015 îêàí÷èâàåòñÿ íà òó æå
öèôðó, ÷òî è ÷èñëî 73, à èìåííî, íà 3. Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî ÷¼òíûå ñòåïåíè
9 îêàí÷èâàþòñÿ íà 1.

3. (12 á.) Ïðÿìûå y = x
6
+ a è x = y

6
+ b ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M(2; 4).

Íàéäèòå a+ b.
Îòâåò: 5.
Ðåøåíèå. Êîîðäèíàòû òî÷êè M óäîâëåòâîðÿþò îáîèì óðàâíåíèÿì.

Ïîýòîìó 4 = 2
6
+ a è 2 = 4

6
+ b. Ñëîæèì ýòè ðàâåíñòâà: 6 = 1 + a + b.

Îòñþäà a+ b = 5.

4. (12 á.) Â òðàïåöèè áîëüøåå îñíîâàíèå èìååò äëèíó 20, áîêîâûå
ñòîðîíû � 13 è 15, âûñîòà � 12. Íàéäèòå äëèíó ìåíüøåãî îñíîâàíèÿ òðà-
ïåöèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíà (äëèíà) áîëüøå 10.

Îòâåò: 16.

Ðåøåíèå. Ïðîåêöèè áîêîâûõ ñòîðîí íà ïðÿìóþ, ñîäåðæàùóþ îñíîâà-
íèå òðàïåöèè, ðàâíû 9 è 5. Åñëè ìåíüøåå îñíîâàíèå ïðîåêòèðóåòñÿ âíóòðü
áîëüøåãî, òî åãî äëèíà ðàâíà 20− (9+5) = 6 (ðèñ. 1). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
èìååò ìåñòî ñëó÷àé, èçîáðàæ¼ííûé íà ðèñ. 2, íî ïðè ýòîì äëèíà ìåíüøåãî
îñíîâàíèÿ áîëüøå 10.



5. (13 á.) Äàíà ôóíêöèÿ

f(x) =


2x+ 3, åñëè x < 3,
3x− 3, åñëè 3 6 x < 10,
14− x, åñëè x > 10.

Âû÷èñëèòå f(f(f(f . . . (f(5)))))︸ ︷︷ ︸
2015 ðàç

.

Îòâåò: −22010 − 3.
Ðåøåíèå. Ïóñòü a0 = 5, an+1 = f(an). Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü

a2015. Èìååì a1 = 12, a2 = 2, a3 = 7, a4 = 18, a5 = −4, a6 = −5, a7 = −7,
a8 = −11, a9 = −19, . . . Ïðè n > 5 âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå an+1 = 2an+3.
Åñëè âçÿòü bn = an +3, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî bn+1 = 2bn (ïðè n > 5). Ïîýòîìó
b2015 = b5 · 22010 = −22010, à a2015 = −22010 − 3.

6. (14 á.) Ïóñòü x(y + z) = 16; y(z + x) = 21; (
√
−z)2(x+ y) = −25.

Íàéäèòå z.
Îòâåò: -5.
Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî z 6 0 è (

√
−z)2 = −z > 0. Îáîçíà÷èì a = yz,

b = zx, c = xy. Òîãäà b+ c = 16; a+ c = 21; a+ b = 25. Îòñþäà a = 15,
b = 10, c = 6.

Èòàê, yz = 15; zx = 10; xy = 6. Ïåðåìíîæèâ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì
(xyz)2 = 900. Çíà÷èò, xyz = ±30 è ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ
(2; 3; 5) è (−2;−3;−5). Ïîñêîëüêó z > 0, îñòà¼òñÿ òîëüêî âòîðàÿ òðîéêà.

7. (14 á.) Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ 4x
4x2−8x+7

+ 3x
4x2−10x+7

= 1.
Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 4

(4x+ 7
x
)−8

+ 3
(4x+ 7

x
)−10

= 1. Ñäåëà-

åì çàìåíó ïåðåìåííûõ t = 4x+ 7
x
. Îòíîñèòåëüíî íîâîé ïåðåìåííîé èìååì

óðàâíåíèå 4
t−8

+ 3
t−10

= 1, èëè t2 − 25t + 144 = 0. Ïîñëåäíåå èìååò êîðíè

16 è 9. Âåðí¼ìñÿ ê èñõîäíîé ïåðåìåííîé. Óðàâíåíèå 4x + 7
x
= 16 ðàâíî-

ñèëüíî 4x2 − 16x+7 = 0, ñóììà åãî êîðíåé ðàâíà 4. Óðàâíåíèå 4x+ 7
x
= 9

ðàâíîñèëüíî 4x2 − 9x+ 7 = 0 è êîðíåé íå èìååò.

8. (14 á.) Â äàòå 24.09.15 ñóììà öèôð, êîòîðûìè çàïèñàíû äåíü è ìå-
ñÿö, ðàâíû íîìåðó ãîäà. Ñêîëüêî âñåãî â XXI âåêå äàò ñ òàêèì ñâîéñòâîì?

Îòâåò: 365.
Ðåøåíèå. Íàçîâ¼ì äàòó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ çàäà÷è, îñîáîé.

Îíà èìååò âèä xy.zt.x + y + z + t. Ïî äíþ è ìåñÿöó ãîä îïðåäåëÿåòñÿ
îäíîçíà÷íî! Íàïðèìåð, 11.04 � îñîáàÿ äàòà â 6 ã., 04.11 òîæå â 6 ã., 05.11 �
â 7 ã., 29.09 � â 22 ã. Äàòà 29.02 áûëà áû îñîáîé â 13 ã., íî â 13 ã. òàêîé
äàòû íåò (ýòîò ãîä íå ÿâëÿåòñÿ âèñîêîñíûì). Òàêèì îáðàçîì, â XXI âåêå
ðîâíî 365 îñîáûõ äàò.


