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1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé


x3 + 2x+ y = 0;
y3 + 2y + z = 0;
z3 + 2z + x = 0.

Îòâåò: x = y = z = 0.
Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, èìååòñÿ íóëåâîå ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî

äðóãèõ íåò.
Åñëè x > 0, òî èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî y < 0. Åñëè

y < 0, òî èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî z > 0. Íî ïðè ïîëîæè-
òåëüíûõ x è z íå âûïîëíåíî òðåòüå ðàâåíñòâî. Àíàëîãè÷íî ê ïðî-
òèâîðå÷èþ ïðèâîäèò ïðåäïîëîæåíèå x < 0. Çíà÷èò, x = 0. Òîãäà èç
ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî y = 0 è z = 0. Ïðè ýòîì
âûïîëíåíî è òðåòüå ðàâåíñòâî.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè óêàçàíî íóëåâîå ðå-
øåíèå, íî íå äîêàçàíî, ÷òî äðóãèõ íåò, 1 á.

2. ×èñëî 1/17 ïðåäñòàâèëè â âèäå áåñêîíå÷íîé äåñÿòè÷íîé äðîáè.
Ïåðâóþ íåíóëåâóþ öèôðó ïîñëå çàïÿòîé çà÷åðêíóëè. Ïðåäñòàâüòå
ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî â âèäå ïðàâèëüíîé äðîáè.

Îòâåò:
3

34
.

Ðåøåíèå. 1/17 = 0,058 . . .. Âû÷¼ðêèâàíèå ïÿò¼ðêè îçíà÷àåò, ÷òî
ìû îòíÿëè îò èñõîäíîãî ÷èñëà 0,05, ïîñëå ÷åãî óìíîæèëè ïîëó÷åííîå

÷èñëî íà 10. Çíà÷èò, ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî 10

(
1

17
− 1

20

)
=

3

34
.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

3. Â òðåóãîëüíèêå ABC òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC, à òî÷êà
Q � ñåðåäèíà ìåäèàíû BM . Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó M
ïàðàëëåëüíî AQ, ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â òî÷êå P . Íàéäèòå MP ,
åñëè AQ = 30.

Îòâåò: 20.
Ðåøåíèå. Ïóñòü T � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à AQ ñî ñòîðîíîé

BC.



Òîãäà MP � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå ATC è MP = AT/2,
à QT � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ â òðåóãîëüíèêå MBC è QT = MP/2. Åñëè
QT = x, òî MP = 2x, AT = 4x è AQ = 3x. Çíà÷èò, x = 10, MP = 20.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

4. Àíÿ è Áîðÿ èãðàþò â òàêóþ èãðó. Íà äîñêå çàïèñàíî ÷èñëî 2.
Çà îäèí õîä ðàçðåøàåòñÿ ê ÷èñëó ïðèáàâëÿòü ëþáîé åãî äåëèòåëü,
ìåíüøèé ñàìîãî ÷èñëà. Âûèãðûâàåò òîò, ïîñëå õîäà êîòîðîãî âïåð-
âûå ïîëó÷èòñÿ ÷èñëî 2019 èëè áîëüøå. Èãðîêè õîäÿò ïî î÷åðåäè, à
ïåðâûé õîä � çà Àíåé. Ñìîæåò ëè îíà ïîáåäèòü, êàê áû èñêóñíî íè
èãðàë Áîðÿ?

Îòâåò: äà.
Ðåøåíèå.

1-é ñïîñîá. Âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ Àíè ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
ñëåäóþùåé. Ê ÷¼òíîìó ÷èñëó, ìåíüøåìó 1345, Àíÿ ïðèáàâëÿåò åäè-
íèöó. Áîðÿ áóäåò èìåòü äåëî ñ êàêèì-òî íå÷¼òíûì ÷èñëîì n. Åñëè

k � íàèáîëüøèé åãî äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò n, òî ÷èñëî
n

k
� íàè-

ìåíüøèé äåëèòåëü ÷èñëà n, îòëè÷íûé îò 1. Â ñèëó íå÷¼òíîñòè n ýòîò

äåëèòåëü íå ìåíüøå 3, ò. å.
n

k
> 3 è k 6

n

3
. Çíà÷èò, ïîñëå õîäà Áîðè

ïîëó÷èòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî, êîòîðîå íå áîëüøå n + n
3
= 4

3
n è ïîýòîìó

ìåíüøå 4
3
· 1345, òî åñòü ìåíüøå 1793 è òåì áîëåå 2019. Áîðÿ íà ýòîì

ýòàïå íå âûèãðûâàåò. ×èñëî íà äîñêå íà êàæäîì øàãå óâåëè÷èâàåòñÿ
õîòÿ áû íà åäèíèöó. Ïîýòîìó â êàêîé-òî ìîìåíò ïîñëå õîäà Áîðè ïî-
ëó÷èòñÿ ÷¼òíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1345. Àíÿ ïðèáàâëÿåò ê ýòîìó ÷èñëó
åãî ïîëîâèíó è âûèãðûâàåò!



2-é ñïîñîá. Ïîñëå ïåðâîãî õîäà Àíè íà äîñêå ïîÿâèòñÿ ÷èñëî 3,
à ïîñëå ïåðâîãî õîäà Áîðè ÷èñëî 4. Äàëåå ó Àíè âûáîð: çàïèñàòü 5
èëè 6. Åñëè îíà çàïèñûâàåò 5, òî ïîñëå ñëåäóþùåãî õîäà Áîðè íà
äîñêå ÷èñëî 6. Â ñèëó êîíå÷íîñòè èãðû êòî-òî â ýòîé ñèòóàöèè èìååò
âûèãðûøíóþ ñòðàòåãèþ. Åñëè Àíÿ, òî îíà å¼ ïðèìåíèò. Åñëè æå
Áîðÿ, òî òîãäà Àíå ñëåäîâàëî âìåñòî 5 çàïèñûâàòü ñðàçó 6, ïîñëå ÷åãî
ïðèìåíÿòü âûèãðûâàþùóþ ñòðàòåãèþ ïðîòèâíèêà, â ðîëè êîòîðîãî
îíà îêàçàëàñü.

Çàìå÷àíèå. Âî âòîðîì ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ èäåÿ ïåðåäà÷è õî-

äà. Çäåñü íå óêàçûâàåòñÿ âûèãðûøíàÿ ñòðàòåãèÿ, íî äîêàçûâàåòñÿ,
÷òî îíà åñòü.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè ïðèâåäåíà âåðíàÿ
ñòðàòåãèÿ Àíè, íî íå îáîñíîâàíî, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî âûèãðûø-
íàÿ, òî 4 á.

5. Ñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü êëåòêè äîñêè 5 × 6 â ÷¼ðíûé è
áåëûé öâåòà òàê, ÷òîáû â ëþáîì êâàäðàòå 2× 2 áûëî ïî äâå ÷¼ðíûõ
è ïî äâå áåëûõ êëåòêè?

Îòâåò: 26 + 25 − 2 = 94.
Ðåøåíèå. Áóäåì êðàñèòü êëåòêè ñòîëáåö çà ñòîëáöîì. Ðàññìîò-

ðèì äâà ðàçíûõ ñëó÷àÿ.
I. Â ïåðâîì ñòîëáöå öâåòà êëåòîê ÷åðåäóþòñÿ. Åñëè ïåðâàÿ

êëåòêà âòîðîãî ñòîëáöà òîãî æå öâåòà, ÷òî è ñîñåäíÿÿ ñ íåé êëåòêà
ïåðâîãî ñòîëáöà, òî âòîðàÿ êëåòêà âòîðîãî ñòîëáöà îáÿçàíà áûòü äðó-
ãîãî öâåòà, à òðåòüÿ êëåòêà îïÿòü ïåðâîãî öâåòà è ò. ä. � âòîðîé ñòîë-
áåö áóäåò ðàñêðàøåí òàê æå, êàê è ïåðâûé. Åñëè æå ïåðâàÿ êëåòêà
âòîðîãî ñòîëáöà áóäåò îòëè÷àòüñÿ ïî öâåòó îò ñîñåäíåé ñ íåé êëåòêîé
ïåðâîãî ñòîëáöà, òî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷åðåäîâàíèå öâå-
òîâ áóäåò è âî âòîðîì ñòîëáöå (è ïîëó÷èòñÿ èíâåðñíàÿ ðàñêðàñêà ïî
ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ñòîëáöîì). Äðóãîé âàðèàíò ðàññóæäåíèé: åñëè
âî âòîðîì ñòîëáöå åñòü äâå ñîñåäíèå êëåòêè îäíîãî öâåòà, òî ñîäåð-
æàùèé èõ êâàäðàò, ðàñïîëîæåííûé â ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöàõ, áóäåò
ñîñòîÿòü èç òð¼õ êëåòîê îäíîãî öâåòà è îäíîé êëåòêè äðóãîãî öâåòà,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ çàäà÷è.

Èòàê, åñëè â ïåðâîì ñòîëáöå ÷åðåäîâàíèå öâåòîâ, òî ÷åðåäîâàòü-
ñÿ öâåòà áóäóò è âî âòîðîì ñòîëáöå. Àíàëîãè÷íî: åñëè ïîêðàøåíû
ïåðâûå k ñòîëáöîâ, à â ïîñëåäíåì èç íèõ öâåòà ÷åðåäóþòñÿ, òî è â
î÷åðåäíîì (k+1)-ì áóäåò ÷åðåäîâàíèå öâåòîâ. Çíà÷èò, âî âñåõ ñòîëá-



öàõ öâåòà ÷åðåäóþòñÿ.
Ïðè óêàçàííîì ñïîñîáå ðàñêðàñêè êàæäûé ñòîëáåö ìîæåò áûòü

ïîêðàøåí îäíèì èç äâóõ ñïîñîáîâ. Ïîýòîìó òàêèõ ðàñêðàñîê 26.
II. Â ïåðâîì ñòîëáöå åñòü äâå ñîñåäíèå êëåòêè îäíîãî öâå-

òà. Äîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ðàñêðàñêà êàæäîãî ñòîëáöà, íà÷èíàÿ
ñî âòîðîãî, èíâåðñíà ðàñêðàñêå ïðåäûäóùåãî.

Íàçîâ¼ì êëåòêó èíòåðåñíîé, åñëè ñïðàâà îò íå¼ ðàñïîëîæåíà êëåò-
êà äðóãîãî öâåòà. Î÷åâèäíî, ÷òî êëåòêà, ñîñåäíÿÿ ïî ñòîëáöó ñ èí-
òåðåñíîé êëåòêîé, òàêæå äîëæíà áûòü èíòåðåñíîé. Äâå ñîñåäíèå ïî
ñòîëáöó êëåòêè îäíîãî öâåòà, îáÿçàíû áûòü èíòåðåñíûìè. Íî òîãäà,
â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ, âåñü ýòîò ñòîëáåö ñîñòîèò èç èí-
òåðåñíûõ êëåòîê. Ïîýòîìó ðàñêðàñêà ñëåäóþùåãî ñòîëáöà áóäåò èí-
âåðñíîé ïî îòíîøåíèþ ê äàííîìó ñòîëáöó, íî â í¼ì òàêæå íàéäóòñÿ
äâå ñîñåäíèå êëåòêè îäíîãî öâåòà. È òàê äàëåå.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå II ðàñêðàñêà (íå ÷åðåäóþùàÿñÿ) ïåðâî-
ãî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ðàñêðàñêó âñåõ îñòàëüíûõ ñòîëöîâ. Âñåãî
ñïîñîáîâ ðàñêðàñèòü ïåðâûé ñòîëáåö 25, èç íèõ ðîâíî äâà äàþò ÷å-
ðåäóþùóþñÿ ðàñêðàñêó. Çíà÷èò, â ñëó÷àå II èìååì 25 − 2 ñïîñîáîâ
ðàñêðàñêè.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Åñëè îïèñàíû âñå âîçìîæ-
íûå ðàñêðàñêè è ïîäñ÷èòàíî èõ êîëè÷åñòâî, íî íå äîêàçàíî, ÷òî íåò
äðóãèõ ðàñêðàñîê, 4 á.


