
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2015 ã.

9 êëàññ

1 áëîê

1. (10 á.) Ðàäèóñ êðóãà óâåëè÷èëñÿ íà 10%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
óâåëè÷èëàñü åãî ïëîùàäü?

Îòâåò: 21%.

2. (11 á.) Äëèíû êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà 5 è 12. ×åìó
ðàâåí ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè?

Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, äëèíû êàòåòîâ êîòîðîãî

a è b, à äëèíà ãèïîòåíóçû c, ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü ïî ôîðìóëå r = a+b−c

2
. Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ � ÷åðåç ôîðìóëó

ïëîùàäè S = pr.

3. (12 á.) Â êîðçèíå 47 ãðèáîâ � áåëûõ è ëèñè÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè
ëþáûõ 16 ãðèáîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé, à ñðåäè ëþáûõ 33 ãðèáîâ õîòÿ
áû îäíà ëèñè÷êà. Ñêîëüêî áåëûõ ãðèáîâ â êîðçèíå?

Îòâåò: 32.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 16 ãðèáîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé,

â êîðçèíå íåò 16 ëèñè÷åê, çíà÷èò, ëèñè÷åê íå áîëåå 15, ïîýòîìó áåëûõ íå
ìåíåå 32. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 33 ãðèáîâ åñòü õîòÿ
áû îäíà ëèñè÷êà, â êîðçèíå íåò 33 áåëûõ ãðèáîâ, çíà÷èò, áåëûõ íå áîëåå 32.
Òàêèì îáðàçîì, â êîðçèíå ðîâíî 32 áåëûõ ãðèáîâ.

4. (13 á.) Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ B è C ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ëåæàùåé íà îòðåçêå AD. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, åñëè BE = 3, à CE = 6.

Îòâåò: 18.
Ðåøåíèå. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî áèññåêòðèñû ñîñåäíèõ óãëîâ ïàðàë-

ëåëîãðàììà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Êðîìå òîãî, SABCD = 2SBCE

(ó ïàðàëëåëîãðàììà ABCD è òðåóãîëüíèêà BCE îáùèå îñíîâàíèå è âû-
ñîòà). Ïîýòîìó SABCD = BE · CE.

5. (13 á.) Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà îäèí íàïðîòèâ äðóãîãî
ñòîÿò äâà äèâàíà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïî ÷åòûðå ìåñòà. Èç âîñüìè
ïàññàæèðîâ äâîå æåëàþò ñèäåòü ëèöîì â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïîåçäà,
äâîå � ñïèíîé, à îñòàëüíûì âñ¼ ðàâíî êàê ñèäåòü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè
ìîãóò ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû, ñ ó÷¼òîì èõ ïîæåëàíèé?

Îòâåò: 3456
Ðåøåíèå. Òå, êòî æåëàåò ñìîòðåòü âïåð¼ä ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ,

âûáèðàþò ñâîè ìåñòà 4 · 3 = 12 ñïîñîáàìè. Ñòîëüêî æå âàðèàíòîâ ðàçìå-
ùåíèÿ ó òåõ. êòî õî÷åò ñìîòðåòü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Îñòàâøèåñÿ



÷åòâåðî íà îñòàâøèõñÿ ÷åòûð¼õ ìåñòàõ ðàçìåùàþòñÿ 4 · 3 · 2 · 1 = 24 ñïîñî-
áàìè. Âñåãî, ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì 12 · 12 · 24 = 3456 ñïîñîáîâ.

6. (13 á.) Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ

(x2 − 3x+ 2)2 − 3(x2 − 3x+ 2) + 2 = x.

Îòâåò: 6.
Ðåøåíèå. Ïóñòü y = x2 − 3x + 2. Îòíîñèòåëüíî x è y èìååì ñèñòåìó

óðàâíåíèé
y2 − 3y + 2 = x; x2 − 3x+ 2 = y.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì y2 − x2 = 2(y − x), îòêóäà
y = x èëè y + x = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì x2 − 4x + 2 = 0, à âî âòîðîì
x2 − 3x + 2 = 2 − x, ò. å. x2 − 2x = 0. Ñóììà âñåõ êîðíåé äâóõ óðàâíåíèé
ðàâíà 6.

7. (13 á.) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî 5n + 3n

äåëèòñÿ íà 5n−1 + 3n−1. Â îòâåò çàïèøèòå èõ êîëè÷åñòâî.
Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. Èç ñîîòíîøåíèé

3(5n−1 + 3n−1) = 3 · 5n−1 + 3n < 5n + 3n < 5 · 5n−1 + 5 · 3n−1 = 5(5n−1 + 3n−1)

ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 5n+3n

5n−1+3n−1 áîëüøå 3, íî ìåíüøå 5. Åñëè îíî öåëîå, òî
îíî ðàâíî 4. Ïîýòîìó 5n + 3n = 4(5n−1 + 3n−1), îòêóäà 5n−1 = 3n−1, ÷òî
âîçìîæíî òîëüêî ïðè n = 1.

8. (14 á.) ×èñëà 2 è 5 âîçâåëè â ñòåïåíü 2015, è ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèÿ
çàïèñàëè îäèí çà äðóãèì. Ñêîëüêî âñåãî öèôð áûëî çàïèñàíî?

Îòâåò: 2016
Ðåøåíèå. Ïóñòü 5n è 2n â ñâîåé äåñÿòè÷íîé çàïèñè ñîäåðæàò ñîîòâåò-

ñòâåííî k+1 è l+1 öèôð. Òîãäà 5n = a · 10k, ãäå 1 < a < 10, è 2n = b · 10l,
ãäå 1 < b < 10. Îòñþäà 10n = ab · 10k+l, ïðè ýòîì ab � ñòåïåíü 10, è
1 < ab < 100. Çíà÷èò, ab = 10 è n = k + l + 1. Îáùåå êîëè÷åñòâî öèôð â
äåñÿòè÷íîé çàïèñè 5n è 2n ðàâíî (k + 1) + (l + 1) = n+ 1.



Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Ñåíòÿáðü 2015 ã.

9 êëàññ

2 áëîê

1. (10 á.) Ðàäèóñ êðóãà óìåíüøèëñÿ íà 10%. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ
óâåëè÷èëàñü åãî ïëîùàäü?

Îòâåò: 19%.

2. (11 á.) Ðàäèóñû âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 2 è 5. Íàéäèòå äëèíó áîëüøåãî êàòåòà.

Îòâåò: 8.
Ðåøåíèå. Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ñ êàòåòàìè a è b è ãèïî-

òåíóçîé c ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ r = a+b−c
2

è = 2R. Èñõîäÿ èç óñëîâèé
äàííîé çàäà÷è, ïîëó÷àåì a + b = 14, a2 + b2 = 100. Èç äàííîé ñèñòåìû
ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíû êàòåòîâ 6 è 8.

3. (12 á.) Â êîðçèíå 45 ãðèáîâ � áåëûõ è ëèñè÷åê. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè
ëþáûõ 20 ãðèáîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé, à ñðåäè ëþáûõ 27 ãðèáîâ õîòÿ
áû îäíà ëèñè÷êà. Ñêîëüêî áåëûõ ãðèáîâ â êîðçèíå?

Îòâåò: 26.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 20 ãðèáîâ åñòü õîòÿ áû îäèí áåëûé,

â êîðçèíå íåò 20 ëèñè÷åê, çíà÷èò, ëèñè÷åê íå áîëåå 19, ïîýòîìó áåëûõ íå
ìåíåå 26. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ñðåäè ëþáûõ 27 ãðèáîâ åñòü õîòÿ
áû îäíà ëèñè÷êà, â êîðçèíå íåò 27 áåëûõ ãðèáîâ, çíà÷èò, áåëûõ íå áîëåå 26.
Òàêèì îáðàçîì, â êîðçèíå ðîâíî 26 áåëûõ ãðèáîâ.

4. (13 á.) Â ïàðàëëåëîãðàììå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ B è C ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå E, ëåæàùåé íà îòðåçêå AD. Íàéäèòå ïëîùàäü ïàðàëëå-
ëîãðàììà, åñëè BE = 7, à CE = 6.

Îòâåò: 42.
Ðåøåíèå. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî áèññåêòðèñû ñîñåäíèõ óãëîâ ïàðàë-

ëåëîãðàììà ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì. Êðîìå òîãî, SABCD = 2SBCE

(ó ïàðàëëåëîãðàììà ABCD è òðåóãîëüíèêà BCE îáùèå îñíîâàíèå è âû-
ñîòà). Ïîýòîìó SABCD = BE · CE.

5. (13 á.) Â êóïå æåëåçíîäîðîæíîãî âàãîíà îäèí íàïðîòèâ äðóãîãî
ñòîÿò äâà äèâàíà, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ïî ÷åòûðå ìåñòà. Èç âîñüìè
ïàññàæèðîâ òðîå æåëàþò ñèäåòü ëèöîì â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïîåçäà,
òðîå � ñïèíîé, à äâîèì âñ¼ ðàâíî êàê ñèäåòü. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò
ðàçìåñòèòüñÿ ïàññàæèðû, ñ ó÷¼òîì èõ ïîæåëàíèé?

Îòâåò: 1152
Ðåøåíèå. Òå, êòî æåëàåò ñìîòðåòü âïåð¼ä ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ,

âûáèðàþò ñâîè ìåñòà 4 ·3 ·2 = 24 ñïîñîáàìè. Ñòîëüêî æå âàðèàíòîâ ðàçìå-
ùåíèÿ ó òåõ. êòî õî÷åò ñìîòðåòü â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Îñòàâøèåñÿ



äâîå íà îñòàâøèõñÿ äâóõ ìåñòàõ ðàçìåùàþòñÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè. Âñåãî, ïî
ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, èìååì 24 · 24 · 2 = 1152 ñïîñîáîâ.

6. (13 á.) Íàéäèòå ñóììó êîðíåé óðàâíåíèÿ

(x2 − 4x+ 3)2 − 4(x2 − 4x+ 3) + 3 = x.

Îòâåò: 8
Ðåøåíèå. Ïóñòü y = x2 − 4x + 3. Îòíîñèòåëüíî x è y èìååì ñèñòåìó

óðàâíåíèé
y2 − 4y + 3 = x; x2 − 4x+ 3 = y.

Âû÷òÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ âòîðîå, ïîëó÷èì y2 − x2 = 3(y − x), îòêóäà
y = x èëè y + x = 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå èìååì x2 − 5x + 3 = 0, à âî âòîðîì
x2 − 4x + 3 = 3 − x, ò. å. x2 − 3x = 0. Ñóììà âñåõ êîðíåé äâóõ óðàâíåíèé
ðàâíà 8.

7. (13 á.) Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî 6n + 2n

äåëèòñÿ íà 6n−1 + 2n−1. Â îòâåò çàïèøèòå èõ êîëè÷åñòâî.
Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Èç ñîîòíîøåíèé

2(6n−1 + 2n−1) = 2 · 6n−1 + 2n < 6n + 2n < 6 · 6n−1 + 6 · 2n−1 = 6(6n−1 + 2n−1)

ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî 6n+2n

6n−1+2n−1 áîëüøå 2, íî ìåíüøå 6. Åñëè îíî öåëîå, òî îíî
ðàâíî 3, 4 èëè 5. Òðîéêà îòïàäàåò, ïîñêîëüêó 6n + 2n íå äåëèòñÿ íà 3.

Åñëè 6n + 2n = 4(6n−1 + 2n−1), òî 6n−1 = 2n−1, îòêóäà 3n−1 = 1 è n = 1.
Åñëè 6n+2n = 5(6n−1+2n−1), òî 6n−1 = 3 ·2n−1, îòêóäà 3n−1 = 3 è n = 2.

8. (14 á.) Ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n ïðèïèñàëè ñïðàâà òðè öèôðû è
ïîëó÷èëè ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå 1 + 2 + . . . + n. Íàéäèòå íàèáîëüøåå n ñ
òàêèì ñâîéñòâîì.

Îòâåò: 1999.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðèïèñàíî ÷èñëî k. Òîãäà 103n + k = n(n+1)

2
. Îòñþäà

2k = n(n − 1999). Ïîñêîëüêó n > 0 è k > 0, ïîëó÷àåì n > 1999. Íî åñëè
n > 2000, òî 2k > 2000 è k > 1000. Îñòà¼òñÿ ñëó÷àé n = 1999, k = 0.


