
Îòêðûòàÿ îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå
Î÷íûé òóð 30 íîÿáðÿ 2008 ã.

Ðåøåíèÿ çàäà÷

10 êëàññ

1. Ïóñòü a, b, c � ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, α, β, γ � åãî óãëû, à S � ïëîùàäü.
Äîêàæèòå, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ctg α + ctg β + ctg γ =
a2 + b2 + c2

4S
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α, β, γ � óãëû, ëåæàùèå ïðîòèâ ñòîðîí a, b è ñî-
îòâåòñòâåííî. Èç òåîðåìû êîñèíóñîâ âûòåêàåò, ÷òî cos α =

b2 + c2 − a2

2bc
, à èç

òåîðåìû ñèíóñîâ, ÷òî sin α =
a

2R
, ãäå R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Îò-

ñþäà
ctg α =

(b2 + c2 − a2)R

abc
.

Àíàëîãè÷íî

ctg β =
(c2 + a2 − b2)R

abc
, ctg γ =

(a2 + b2 − c2)R

abc
.

Ñëîæèì:
ctg α + ctg β + ctg γ =

(a2 + b2 + c2)R

abc
.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé S =
abc

4R
.

2. Ðåøèòå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

1 + 2 + 22 + . . . + 2x = 3y.

Îòâåò: x = y = 1.
Ðåøåíèå. Ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïîëó÷èì

óðàâíåíèå
2x+1 − 1 = 3y.

Ïðàâàÿ åãî ÷àñòü ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì y äåëèòñÿ íà 3. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî ëåâàÿ ÷àñòü 2x+1 äåëèòñÿ íà 3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x + 1) � ÷¼òíîå
÷èñëî. Èòàê, äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî m èìååì x + 1 = 2m è

22m − 1 = 3y, (2m − 1)(2m + 1) = 3y.

Ëþáûé äåëèòåëü ñòåïåíè òðîéêè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ òðîéêè, ò. å. äëÿ
íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ a è b èìååì

2m − 1 = 3a, 2m + 1 = 3b.



Îòñþäà 3b − 3a = 2. Â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ) ñòåïåíåé
òðîéêè

1, 3, 9, 27, . . .

òîëüêî äâà ïåðâûõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ íà 2. Ïîýòîìó b = 1, a = 0, y = 1, x = 1.
3. Íàéäèòå âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà x, y, z è t òàêèå, ÷òî

xy +
1

yz
= yz +

1

zt
= zt +

1

tx
= tx +

1

xy
; x2 + y2 + z2 + t2 6 4; x > z.

Îòâåò: x = y = 1, z = t = −1; x = z = 1, y = t = −1.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ çàäà÷è ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

y(x− z) =
1

z
· y − t

ty
, (1)

z(y − t) =
1

t
· z − x

xz
, (2)

t(z − x) =
1

x
· t− y

ty
, (3)

x(t− y) =
1

y
· x− z

xz
. (4)

Ïîñêîëüêó x 6= z, èç (1) âûòåêàåò, ÷òî y 6= t. Ïîäåëèâ (1) íà (3), à (2) íà (4),
ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî

y

t
=

x

z
,

z

x
=

y

t
. (5)

Çíà÷èò, x

z
=

z

x
, x2 = z2, x = ±z. Òàê êàê z 6= x, ïîëó÷àåì, ÷òî z = −x. Èç

(5) òåïåðü âûòåêàåò, ÷òî t = −y. Ïîäñòàâèâ íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ z è t â
èñõîäíûå óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì

xy − 1

xy
= −xy +

1

xy
= xy − 1

xy
= −xy +

1

xy
.

Îòñþäà 2xy =
2

xy
, xy = ±1.

Èòàê, âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé â ïðåäïîëîæåíèè x 6= z èìåþò âèä

x = a, y = ±1

a
, z = −a, t = ∓1

a
,

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî, íå ðàâíîå íóëþ.
Âñïîìíèì ïðî íåðàâåíñòâî x2 + y2 + z2 + t2 6 4. Òåïåðü îíî ïðèíèìàåò âèä

a2 +
1

a2
+ a2 +

1

a2
6 4,

èëè a2 +
1

a2
6 2, ÷òî ðàâíîñèëüíî

(
a− 1

a

)2

6 0. Îòñþäà a =
1

a
è a = ±1.

Óñëîâèå x > z îñòàâëÿåò âñåãî äâå ÷åòâ¼ðêè ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
çàäà÷è.



4. За 5 взвешиваний разделить 16 монет, из которых 4  - фальшивые, на четыре 
одинаковых кучки. 
    Решение.  
     2 из 8. Сначала решим  более простую задачу: за два взвешивания разделить 8 монет, 
из которых 2 – фальшивые, на две равные кучки. 
   Разобьем монеты на 4 пары А, Б, В и Г. 
8-1 (первое взвешивание) . Сравним четверки  А+Б и В+Г. В случае равенства задача 
решена. В случае неравенства: 
8-2 (второе взвешивание). Сравним четверки А+В и Б+Г. В случае равенства задача 
решена. Но в случае неравенства задача тоже решена! Действительно, два «неравенства» 
означают, что в каждой паре монеты одинаковые. Поэтому искомые кучки можно 
сформировать, взяв по одной монете из каждой пары. 
   4 из 16.  
Первое взвешивание: сравним 8  и 8. 
   а) Равенство. Тогда каждая восьмерка содержит ровно 2 фальшивые монеты, и, по 
алгоритму «2 из 8», за два взвешивания может быть разделена на две равные кучки. 
Всего потребуется 1+2·2=5 взвешиваний. 
  б) Неравенство. Разобьем «тяжелую» восьмерку на четверки P и Q , «легкую» восьмерку 
– на четверки R и S . 
Второе и третье взвешивания: сравним четверки  P и Q,   R и S. Возможны (с точностью 
до переобозначений) четыре исхода: 

1. P>Q, R>S 
2. P>Q, R=S 
3. P=Q, R>S 
4. P=Q, R=S 

 
1. P>Q, R>S. Возможны следующие варианты распределения фальшивых монет по 

четверкам (см. таблицу; в графе «вес» указан «относительный» вес фальшивой 
монеты: Т   означает, что фальшивая монета тяжелее настоящей, Л – легче) 

     Номер варианта          Вес                     P                      Q                   R                   S 
              1.1                         Т                       3                       0                    1                    0 
              1.2                         Т                       2                       1                    1                    0 
              1.3                         Л                       0                       1                    1                   2 
              1.4                         Л                       0                       1                    0                   3 
 
Четвертое взвешивание- (вариант 1) : сравним P+S и Q+R 
1а). P+S > Q+R.  Это  - вариант 1.1. Разобьем четверку P на две пары, и сравним их (пятое 
взвешивание). Тогда в более тяжелой паре обе монеты фальшивые, а в более легкой – 
одна. Заменим одну монету из «тяжелой» пары на (настоящую!) монету из пары Q, а 
другую –на (тоже настоящую) монету из пары S. Получили четыре искомых кучки. 
1б). P+S < Q+R. Это – вариант 1.4, «симметричный» варианту 1.1, и далее действуем 
аналогично: делим четверку S на две пары, сравниваем их, и в более легкой паре заменяем 
одну монету монетой из четверки P, а другую – монетой из четверки R. 
1в). ). P+S = Q+R. Это – варианты 1.2 или 1.3. Значит, четверки Q и R  - правильные, а 
четверки P и S – нет. Но тогда взвешивание 8-2 позволяет сделать из этих двух 
«неправильных» четверок две «правильные». 
 

2. P>Q, R=S. Значит, в восьмерке R+S четное число фальшивых. Но P+Q>R+S, P>Q. 
Значит, в четверках R и S все монеты настоящие, фальшивые монеты – тяжелее 
настоящих, и в четверке P либо 4, либо 3 фальшивые монеты. Разобьем четверку  P на 
две пары P1 и P2, и сравним их (пятое взвешивание). 
 



2.1. P1=P2. Значит, все монеты из четверки P – фальшивые, и все легко. 
2.2. P1>P2.  Значит, в четверке P – три фальшивые монеты (и тогда четверка Q – 

правильная), в паре P1 две фальшивые, в паре P2 – одна. Искомые кучки теперь 
строятся как в п.1а) . 

2.3. P1>P2. Аналогично п.2.2. 
 
 
3. P=Q, R>S. Аналогично п.2 (фальшивые –легче, в четверках  P и Q нет фальшивых; 

делим четверку S на две пары, и т.д.) 
4. P=Q, R=S. Так как P+Q>R+S, то P>R и Q>S. Тогда каждая из восьмерок  P+R и Q+S 

содержит по две фальшивые монеты, и взвешивание 8-2 позволяет  каждую из них 
разделить на две правильные кучки (всего будет 1+2+2·1=5 взвешиваний).  
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