
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Îêòÿáðü 2019 ã.

9 êëàññ

1 áëîê

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AP . Íà ñòîðîíå AB
âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà F , ÷òî CF ⊥ AP . Íàéäèòå AC, åñëè AB = 3000 è
AF : FB = 119 : 256.

Îòâåò: 952.
Ðåøåíèå. Â òðåóãîëüíèêå AFC áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû

A, ÿâëÿåòñÿ è âûñîòîé. Ïîýòîìó ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé:

AC = AF =
119

119 + 256
· 3000 = 119 · 8 = 952.

2. Ñêîëüêî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà öèôðà
íóëü?

Îòâåò: 171.
Ðåøåíèå. Âñåãî òð¼õçíà÷íûõ ÷èñåë 900, èç íèõ áåç íóëÿ 93 = 729.

3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ÷èñëî 1 · 2 · 3 · . . . · n äåëèòñÿ íà 2019?
Îòâåò: 673.
Ðåøåíèå. Îòâåò âûòåêàåò èç ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

2019 = 3 · 673.

4. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
x2 + y = 7;
x+ y2 = 7

?

Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Ïàðàáîëû y = 7 − x2 è x = 7 − y2 ïåðåñåêàþòñÿ â ÷åòûð¼õ

òî÷êàõ.
5. Äâà âåëîñèïåäèñòà äâèæóòñÿ êàæäûé ïî ñâîåé êðóãîâîé òðàññå ñ

ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ òðàññû ïåðâîãî âåëîñèïå-
äèñòà â 4 ðàçà áîëüøå ðàäèóñà òðàññû âòîðîãî. Ïðè ýòîì ïåðâûé âåëîñèïå-
äèñò çà 15 ìèíóò ïðîåçæàåò íà 2 êèëîìåòðà áîëüøå âòîðîãî, íî ñîâåðøàåò
â 3 ðàçà ìåíüøå îáîðîòîâ. Íàéäèòå ñêîðîñòü ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà.

Îòâåò: 32.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà x êì/÷, à âòîðîãî

y êì/÷. Ïóñòü ðàäèóñ âòîðîé òðàññû R êì, òîãäà ðàäèóñ ïåðâîé 4R êì. Çà
÷àñ ïåðâûé âåëîñèïåäèñò ïðîåäåò íà 8 êì áîëüøå, ÷åì âòîðîé, à îáîðîòîâ
ñîâåðøèò â 3 ðàçà ìåíüøå. Ïîýòîìó x = y + 8 è

x

2π · 4R
=

1

3
· y

2πR
.
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y

3
, y = 24, x = 32.

6. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ |x2−15x+56| = 15x−x2−56.
Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. |a| = −a ⇐⇒ a 6 0. Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíî-

ñèëüíî íåðàâåíñòâó x2−15x+56 6 0, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îòðåçîê
[7; 8].

7. Â ñïîðòøêîëå 250 ó÷àùèõñÿ. Êàæäûé èç íèõ çàíèìàåòñÿ ðîâíî îä-
íèì èç òð¼õ âèäîâ ñïîðòà: ôóòáîëîì, áàñêåòáîëîì èëè âîëåéáîëîì. Ïðè
ýòîì êàæäûé èç ó÷åíèêîâ ðûöàðü (âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó) èëè ëæåö (âñå-
ãäà ëæ¼ò). Îíè çàïîëíèëè àíêåòó, ñîñòîÿâøóþ èç òð¼õ âîïðîñîâ: ¾Òû �
ôóòáîëèñò?¿, ¾Òû � áàñêåòáîëèñò?¿, ¾Òû � âîëåéáîëèñò?¿. Íà ïåðâûé
âîïðîñ áûëî 140 óòâåðäèòåëüíûõ îòâåòîâ, íà âòîðîé 120, íà òðåòèé 110.
Ñêîëüêî ëæåöîâ â ñïîðòøêîëå?

Îòâåò: 120.
Ðåøåíèå. Ðûöàðü äà¼ò îäèí óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, à ëæåö äâà òà-

êèõ îòâåòà. Ïîýòîìó ïðåâûøåíèå îáùåãî ÷èñëà îòâåòîâ ¾äà¿ íàä ÷èñëîì
îïðàøèâàåìûõ è åñòü ÷èñëî ëæåöîâ.

8. Íà ïëîñêîñòè çàäàí ïðàâèëüíûé 60-óãîëüíèê. Ñêîëüêî åù¼ ìîæíî
óêàçàòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, âûáèðàÿ âåðøèíû èç ÷èñëà âåðøèí
çàäàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà?

Îòâåò: 77.
Ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé k-óãîëüíèê ïîëó÷èòñÿ, òîëüêî åñëè k � äåëè-

òåëü 60, áîëüøèé äâóõ. Ðàçíûõ ïðàâèëüíûé k-óãîëüíèêîâ ðîâíî 60
k
øòóê.

Ïîýòîìó íîâûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæíî óêàçàòü ñòîëüêî:
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2 áëîê

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà AP . Íà ñòîðîíå AB
âûáðàíà òàêàÿ òî÷êà F , ÷òî CF ⊥ AP . Íàéäèòå AC, åñëè AB = 1200 è
AF : FB = 123 : 277.

Îòâåò: 369.
Ðåøåíèå. Â òðåóãîëüíèêå AFC áèññåêòðèñà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû

A, ÿâëÿåòñÿ è âûñîòîé. Ïîýòîìó ýòîò òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé:

AC = AF =
123

123 + 277
· 1200 = 123 · 3 = 369.

2. Ñêîëüêî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà öèôðà
åäèíèöà?

Îòâåò: 37512.
Ðåøåíèå. Âñåãî ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë 90000, èç íèõ áåç åäèíèöû 8 ·94 =

52488.
3. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì n ÷èñëî 1 · 2 · 3 · . . . · n äåëèòñÿ íà 2018?
Îòâåò: 1009.
Ðåøåíèå. Îòâåò âûòåêàåò èç ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

2018 = 2 · 1009.

4. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà óðàâíåíèé

{
2x+ 3y = 5xy;
9x− 2y = 7xy

?

Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Ïåðâîå óðàâíåíèå óìíîæèì íà 7, à âòîðîå íà 5. Ïðàâûå

÷àñòè íîâûõ óðàâíåíèé ñîâïàäóò. Èç ðàâåíñòâà ëåâûõ ÷àñòåé ïîëó÷èì
14x + 21y = 45x − 10y, îòêóäà x = y. Äàëåå ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ó ñè-
ñòåìû ðîâíî äâà ðåøåíèÿ: (0, 0) è (1, 1).

5. Äâà âåëîñèïåäèñòà äâèæóòñÿ êàæäûé ïî ñâîåé êðóãîâîé òðàññå ñ
ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè. Èçâåñòíî, ÷òî ðàäèóñ òðàññû ïåðâîãî âåëîñèïå-
äèñòà â 4 ðàçà áîëüøå ðàäèóñà òðàññû âòîðîãî. Ïðè ýòîì ïåðâûé âåëîñèïå-
äèñò çà 15 ìèíóò ïðîåçæàåò íà 2 êèëîìåòðà áîëüøå âòîðîãî, íî ñîâåðøàåò
â 3 ðàçà ìåíüøå îáîðîòîâ. Íàéäèòå ñêîðîñòü âòîðîãî âåëîñèïåäèñòà.

Îòâåò: 24.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ñêîðîñòü ïåðâîãî âåëîñèïåäèñòà x êì/÷, à âòîðîãî

y êì/÷. Ïóñòü ðàäèóñ âòîðîé òðàññû R êì, òîãäà ðàäèóñ ïåðâîé 4R êì. Çà
÷àñ ïåðâûé âåëîñèïåäèñò ïðîåäåò íà 8 êì áîëüøå, ÷åì âòîðîé, à îáîðîòîâ
ñîâåðøèò â 3 ðàçà ìåíüøå. Ïîýòîìó x = y + 8 è
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3
· y

2πR
.



Îòñþäà
x

4
=
y

3
,

y + 8

4
=
y

3
, y = 24, x = 32.

6. Íàéäèòå íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ |2x2+3x− 5| = 5− 3x− 2x2.
Îòâåò: 1.
Ðåøåíèå. |a| = −a ⇐⇒ a 6 0. Ïîýòîìó èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíî-

ñèëüíî íåðàâåíñòâó 2x2+3x−5 6 0, ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîòîðîãî îòðåçîê
[−5

2
; 1].

7. Â ñïîðòøêîëå 200 ó÷àùèõñÿ. Êàæäûé èç íèõ çàíèìàåòñÿ ðîâíî îä-
íèì èç òð¼õ âèäîâ ñïîðòà: ôóòáîëîì, áàñêåòáîëîì èëè âîëåéáîëîì. Ïðè
ýòîì êàæäûé èç ó÷åíèêîâ ðûöàðü (âñåãäà ãîâîðèò ïðàâäó) èëè ëæåö (âñå-
ãäà ëæ¼ò). Îíè çàïîëíèëè àíêåòó, ñîñòîÿâøóþ èç òð¼õ âîïðîñîâ: ¾Òû �
ôóòáîëèñò?¿, ¾Òû � áàñêåòáîëèñò?¿, ¾Òû � âîëåéáîëèñò?¿. Íà ïåðâûé
âîïðîñ áûëî 100 óòâåðäèòåëüíûõ îòâåòîâ, íà âòîðîé 110, íà òðåòèé 120.
Ñêîëüêî ðûöàðåé â ñïîðòøêîëå?

Îòâåò: 70.
Ðåøåíèå. Ðûöàðü äà¼ò îäèí óòâåðäèòåëüíûé îòâåò, à ëæåö äâà òà-

êèõ îòâåòà. Ïîýòîìó ïðåâûøåíèå îáùåãî ÷èñëà îòâåòîâ ¾äà¿ íàä ÷èñëîì
îïðàøèâàåìûõ è åñòü ÷èñëî ëæåöîâ. Â íàøåì ñëó÷àå îíî ðàâíî

(100 + 110 + 120)− 200 = 130.

8. Íà ïëîñêîñòè çàäàí ïðàâèëüíûé 100-óãîëüíèê. Ñêîëüêî åù¼ ìîæíî
óêàçàòü ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, âûáèðàÿ âåðøèíû èç ÷èñëà âåðøèí
çàäàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà?

Îòâåò: 66.
Ðåøåíèå. Ïðàâèëüíûé k-óãîëüíèê ïîëó÷èòñÿ, òîëüêî åñëè k � äåëè-

òåëü 100, áîëüøèé äâóõ. Ðàçíûõ ïðàâèëüíûé k-óãîëüíèêîâ ðîâíî 100
k
øòóê.

Ïîýòîìó íîâûõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ìîæíî óêàçàòü ñòîëüêî:
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