
Øêîëüíûé ýòàï îëèìïèàäû ïî ìàòåìàòèêå
Îêòÿáðü 2020 ã.

11 êëàññ

1 áëîê

1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû äâå ôèãóðû. Ïåðâàÿ çàäà-
¼òñÿ íåðàâåíñòâîì x2 + y2 6 4(x + y), à âòîðàÿ x2 + y2 6 2x. Âî ñêîëüêî
ðàç ïëîùàäü ïåðâîé ôèãóðû áîëüøå ïëîùàäè âòîðîé?

Îòâåò: 8.
Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (x−2)2+(y−2)2 6 8

è (x− 1)2 + y2 6 1. Çíà÷èò, ýòî êðóãè, à èõ ïëîùàäè 8π è π.

2. Íàéäèòå íàèìåíüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ
√
−x4 + 5x2 − 4 +

√
−x4 + 9x2 − 20 = x2 − 2x.

Îòâåò: 2.
Ðåøåíèå. Ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, êîãäà 1 6 x2 6 4

è 4 6 x2 6 5. Ïîýòîìó ÎÄÇ ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ÷èñåë: −2 è 2. Óäîâëåòâî-
ðÿåò óðàâíåíèþ òîëüêî âòîðîå. Ïîýòîìó ó óðàâíåíèÿ òîëüêî îäèí êîðåíü.

3. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
3

13
ñò¼ðëè äâå ïåðâûå öèôðû ïîñëå çàïÿ-

òîé. Ïðåäñòàâüòå ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. Â îòâåò
çàïèøèòå å¼ ÷èñëèòåëü.

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå.
3

13
= 0,23 . . .. Îïåðàöèÿ, îïèñàííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ñâî-

äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ(
3

13
− 23

100

)
· 100 =

1

13
.

4. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî tg(4 arctg 2) â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. Â îòâåò
çàïèøèòå çíàìåíàòåëü ýòîé äðîáè.

Îòâåò: 7.
Ðåøåíèå. Ïóñòü α = arctg 2. Òîãäà tgα = 2. Äâàæäû ïðèìåíèâ ôîð-

ìóëó òàíãåíñà äâîéíîãî óãëà, ïîëó÷èì tg 4α = 24/7.

5. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû ïîäñ÷èòàëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà
ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâåäåíèé îêàçàëàñü ðàâíîé ðàâíà
6063. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 93.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çàïèñàíû

÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà ñóììà ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà

(x1 + x2)(y1z1 + z1y2 + y2z2 + z2y1) = (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 6063.



×èñëî 6063 = 3 · 43 · 47 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿä-
êà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 43 + 47 = 93.

6. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
|x| = a− y,
x2 + y2 = 8.

ñîâìåñòíà (ò. å. èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå)?
Îòâåò: 4.
Ðåøåíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèêè óðàâíåíèé.

7. Â ðåáóñå

À < Ñ < Ò < Ð < Î < Í > Î >Ì > È > ß

ðàçíûå áóêâû çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ðåáóñ?
Îòâåò: 350.
Ðåøåíèå. Â ðåáóñå ó÷àñòâóåò 9 öèôð èç 10. Îòñóòñòâóåò îäíà öèôðà,

êîòîðóþ ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî öèôðà Í � íàè-
áîëüøàÿ, à Î � âòîðàÿ ïî âåëè÷èíå èç 9 öèôð. Ýòè öèôðû îïðåäåëÿþòñÿ
îäíîçíà÷íî. Òðè ïîñëåäíèõ áóêâû ñëîâà èç 7 îñòàâøèõñÿ öèôð âûáèðà-
þòñÿ C3

7 = 35 ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ðàçìåùàþòñÿ ïî óáûâàíèþ. Ïîñëå
ýòîãî íà ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ìåñòàõ ïî âîçðàñòíèþ ðàçìåùàþòñÿ îñòàâøèåñÿ
öèôðû. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, âñåãî ðåáóñ èìååò 10·35 = 350 ðåøåíèé.

8. ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 48◦, 65◦ è 67◦. Ïðîâåäå-
íû âûñîòû AD, BE, CF . Âîêðóã òðåóãîëüíèêà DEF îïèñàíà îêðóæíîñòü,
ê êîòîðîé ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ D, E, F . Íàéäèòå (â ãðàäóñàõ)
íàèìåíüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè êàñàòåëüíûìè.

Îòâåò: 12◦.
Ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ

10 êëàññà, óãëû òðåóãîëüíèêà DEF ðàâíû 84◦, 50◦ è 46◦. Ïðèìåíèâ ðå-
çóëüòàò ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è èç 9 êëàññà, ïîëó÷èì, ÷òî óãëû èñêîìîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû 12◦, 80◦ è 88◦.



2 áëîê

1. Íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû äâå ôèãóðû. Ïåðâàÿ çàäà-
¼òñÿ íåðàâåíñòâîì x2+y2 6 6(x+y), à âòîðàÿ x2+y2 6 2(x+y). Âî ñêîëüêî
ðàç ïëîùàäü ïåðâîé ôèãóðû áîëüøå ïëîùàäè âòîðîé?

Îòâåò: 9.
Ðåøåíèå. Íåðàâåíñòâà ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå (x−3)2+(y−3)2 6 18

è (x− 1)2 + (y − 1)2 6 2. Çíà÷èò, ýòî êðóãè, à èõ ïëîùàäè 18π è 2π.

2. Íàéäèòå íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

√
−x4 + 1 +

√
−x4 + 4x2 − 3 = x4 + x3.

Îòâåò: −1.
Ðåøåíèå. Ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ íåîòðèöàòåëüíû, êîãäà lex2 6 1

è 1 6 x2 6 3. Ïîýòîìó ÎÄÇ ñîñòîèò âñåãî èç äâóõ ÷èñåë: −1 è 1. Óäî-
âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ òîëüêî ïåðâîå. Ïîýòîìó ó óðàâíåíèÿ òîëüêî îäèí
êîðåíü.

3. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà
6

17
ñò¼ðëè äâå ïåðâûå öèôðû ïîñëå çàïÿ-

òîé. Ïðåäñòàâüòå ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. Â îòâåò
çàïèøèòå å¼ ÷èñëèòåëü.

Îòâåò: 5.

Ðåøåíèå.
6

17
= 0,35 . . .. Îïåðàöèÿ, îïèñàííàÿ â óñëîâèè çàäà÷è, ñâî-

äèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ(
6

17
− 35

100

)
· 100 =

5

17
.

4. Ïðåäñòàâüòå ÷èñëî cos(4 arccos 1
3
) â âèäå íåñîêðàòèìîé äðîáè. Â îòâåò

çàïèøèòå ÷èñëèòåëü ýòîé äðîáè.
Îòâåò: 17.
Ðåøåíèå. Ïóñòü α = arccos 1

3
. Òîãäà cosα = 1

3
. Äâàæäû ïðèìåíèâ

ôîðìóëó êîñèíóñà äâîéíîãî óãëà, ïîëó÷èì cos 4α = 17/81.

5. Íà ãðàíÿõ êóáà çàïèñàíû íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äëÿ êàæäîé âåðøè-
íû ïîäñ÷èòàëè ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë, çàïèñàííûõ íà ãðàíÿõ, êîòîðûì îíà
ïðèíàäëåæèò. Ñóììà âû÷èñëåííûõ ïðîèçâåäåíèé îêàçàëàñü ðàâíîé ðàâíà
10797. Íàéäèòå ñóììó ÷èñåë íà ãðàíÿõ êóáà.

Îòâåò: 123.
Ðåøåíèå. Ïóñòü íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðàíåé çàïèñàíû

÷èñëà x1 è x2, íà äðóãîé y1 è y2, íà òðåòüåé z1 è z2. Òîãäà ñóììà ïðîèçâå-
äåíèé ðàâíà

(x1 + x2)(y1z1 + z1y2 + y2z2 + z2y1) = (x1 + x2)(y1 + y2)(z1 + z2) = 10797.



×èñëî 10797 = 3 · 59 · 61 åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿä-
êà ìíîæèòåëåé) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçåäåíèå òð¼õ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ áîëüøå 1. Ïîýòîìó

(x1 + x2) + (y1 + y2) + (z1 + z2) = 3 + 59 + 61 = 123.

6. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
|x| = y − a,
x2 + y2 = 18.

ñîâìåñòíà (ò. å. èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå)?
Îòâåò: −6.
Ðåøåíèå. Íàðèñóéòå ãðàôèêè óðàâíåíèé.

7. Â ðåáóñå
Ä < È < Ê < Ò < À > Ò > Î > Ð

ðàçíûå áóêâû çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ðåáóñ?
Îòâåò: 1200.
Ðåøåíèå. Â ðåáóñå ó÷àñòâóåò 7 öèôð èç 10. Îòñóòñòâóåò òðè öèôðû,

êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü C3
10 = 120 ñïîñîáàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî öèôðà À �

íàèáîëüøàÿ, à Ò � âòîðàÿ ïî âåëè÷èíå íàèìåíüøàÿ èç 7 öèôð. Ýòè öèô-
ðû îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî. Äâå ïîñëåäíèå áóêâû ñëîâà èç 5 îñòàâøèõñÿ
öèôð âûáèðàþòñÿ C2

5 = 10 ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ðàçìåùàþòñÿ ïî óáûâà-
íèþ. Çàòåì íà ïåðâûõ ÷åòûð¼õ ìåñòàõ ïî âîçðàñòàíèþ ðàçìåùàþòñÿ îñòàâ-
øèåñÿ öèôðû. Ïî ïðàâèëó ïðîèçâåäåíèÿ, âñåãî ðåáóñ èìååò 120 · 10 = 1200
ðåøåíèé.

8. ABC � îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè 50◦, 60◦ è 70◦. Ïðîâåäå-
íû âûñîòû AD, BE, CF . Âîêðóã òðåóãîëüíèêà DEF îïèñàíà îêðóæíîñòü,
ê êîòîðîé ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ D, E, F . Íàéäèòå (â ãðàäóñàõ)
íàèáîëüøèé óãîë òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî ýòèìè êàñàòåëüíûìè.

Îòâåò: 100◦.
Ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è äëÿ

10 êëàññà, óãëû òðåóãîëüíèêà DEF ðàâíû 80◦, 60◦ è 40◦. Ïðèìåíèâ ðå-
çóëüòàò ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è èç 9 êëàññà, ïîëó÷èì, ÷òî óãëû èñêîìîãî
òðåóãîëüíèêà ðàâíû 20◦, 60◦ è 100◦.


