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1. Çà 18 äíåé áðóñîê ìûëà óìåíüøèëñÿ íà 50% ïî âûñîòå, íà 30% ïî äëèíå è íà 20%
ïî øèðèíå. Íà ñêîëüêî åù¼ äíåé åãî õâàòèò, åñëè êàæäûé äåíü ðàñõîäóåòñÿ îäèí è òîò æå
îáú¼ì ìûëà?

Îòâåò: íà 7 äíåé.
Ðåøåíèå. Çà 18 äíåé îò áðóñêà ìûëà îñòàíåòñÿ 0,5 · 0,7 · 0,8 · 100% = 28%. Çíà÷èò, çà

îäèí äåíü ðàñõîäóåòñÿ 4% áðóñêà. Îòñþäà è ïîëó÷àåòñÿ îòâåò.
2. Â íåêîòîðîì ãîðîäå êàæäûé îäèííàäöàòûé ìàòåìàòèê � øàõìàòèñò, êàæäûé òðèíà-

äöàòûé øàõìàòèñò � ìàòåìàòèê. Êîãî â ãîðîäå áîëüøå � øàõìàòèñòîâ èëè ìàòåìàòèêîâ?
Îòâåò: øàõìàòèñòîâ áîëüøå.
Ðåøåíèå. Ïóñòü â ãîðîäå x ìàòåìàòèêîâ è y øàõìàòèñòîâ. Òîãäà òåõ, êòî îäíîâðå-
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3. Ó êàïèòàíà äâîå ñûíîâåé è íåñêîëüêî äî÷åðåé. Åñëè âîçðàñò êàïèòàíà (à åìó ìåíü-

øå ñòà ëåò) óìíîæèòü íà êîëè÷åñòâî åãî äåòåé è íà äëèíó åãî øõóíû (ýòî öåëîå ÷èñëî
ìåòðîâ), òî ïîëó÷èòñÿ 32118. Ñêîëüêî ëåò êàïèòàíó, ñêîëüêî ó íåãî äåòåé è êàêîâà äëèíà
åãî øõóíû?

Îòâåò: êàïèòàíó 53 ãîäà, ó íåãî øåñòåðî äåòåé, äëèíà øõóíû 101 ìåòð.
Ðåøåíèå. Ðàçëîæèì ÷èñëî 32118 íà ìíîæèòåëè: 32118 = 2 · 3 · 53 · 101. Åäèíñòâåííûé

äåëèòåëü ýòîãî ÷èñëà, ìåíüøèé 100 è áîëüøèé 6, ÷èñëî 53. Çíà÷èò, êàïèòàíó 53 ãîäà.
Äåòåé, ïî óñëîâèþ, áîëüøå òð¼õ, è ÿâíî ìåíüøå 101. Ïîýòîìó èõ 6, à äëèíà øõóíû 101
ìåòð. Øõóíà áîëüøàÿ, íî áûâàëè øõóíû äëèíîé äî 140 ìåòðîâ.

4. Äâà íàñîñà âìåñòå çàïîëíÿþò áàññåéí çà äâà ÷àñà, à ðàçäåëüíî îíè çàïîëíÿþò åãî
çà öåëîå, íî ðàçíîå ÷èñëî ÷àñîâ. Çà ñêîëüêî ÷àñîâ êàæäûé íàñîñ çàïîëíÿåò áàññåéí?

Îòâåò: 3 è 6.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ïåðâûé íàñîñ çàïîëíÿåò áàññåéí çà m ÷àñîâ, à âòîðîé çà n ÷àñîâ,
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. Ïîýòîìó m < 4. Åäèíñòâåííîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå m = 3. Èç

óðàâíåíèÿ íàõîäèì n = 6.
5. Â êëàññå èç 31 ó÷åíèêîâ òîëüêî ïÿòåðî âñåãäà ãîâîðÿò ïðàâäó, à îñòàëüíûå õèòðåöû,

êîòîðûå íà ëþáîé âîïðîñ îòâå÷àþò ïðàâäó èëè ëãóò ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ. Ìîæíî ëè,
çàäàâàÿ âîïðîñû ó÷åíèêàì ýòîãî êëàññà (îäíîìó ÷åëîâåêó ìîæíî çàäàâàòü ñêîëüêî óãîäíî
âîïðîñîâ), ïî èõ îòâåòàì ãàðàíòèðîâàííî îáíàðóæèòü õîòÿ áû îäíîãî õèòðåöà? (Êàæäûé
ó÷åíèê çíàåò ïðî êàæäîãî èç ñâîèõ îäíîêëàññíèêîâ, ïðàâäèâûé òîò èëè õèòðåö).

Îòâåò: ìîæíî.
Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî êàæäîìó ïðåäëîæèòü íàçâàòü âñåõ ïðàâäèâûõ ó÷åíèêîâ êëàññà.

Åñëè A � ïðàâäèâûé, òî îí íàçîâ¼ò ïÿò¼ðêó ïðàâäèâûõ, â òîì ÷èñëå è ñåáÿ. Òîãäà êàæ-
äûé èç ÷åòûð¼õ äðóãèõ íàçâàííûõ èì ïðàâäèâûìè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðàâäèâûì è
íàçîâ¼ò òó æå ïÿò¼ðêó. Åñëè A íå âõîäèò â ïÿò¼ðêó ó÷åíèêîâ, íàçâàâøèõ òîëüêî ñåáÿ è
äðóãèõ èç ýòîé ïÿò¼ðêè ïðàâäèâûìè, òî A � õèòðåö. Åñëè æå òàêàÿ ïÿò¼ðêà îáðàçóåòñÿ, òî
ëèáî âñå å¼ ÷ëåíû äåéñòâèòåëüíî ïðàâäèâûå, ëèáî âñå ïÿòåðî � õèòðåöû. Îäíàêî 31 ó÷å-
íèêîâ íå ìîãóò ðàçáèòüñÿ íà ïÿò¼ðêè. Ó÷åíèê, íå ïîïàâøèé â òàêóþ ïÿò¼ðêó, è ÿâëÿåòñÿ
õèòðåöîì.
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1. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñà AN , âûñîòà BH è ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð ê ñòîðîíå AB ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü
óãîë A òðåóãîëüíèêà?

Îòâåò: òîëüêî 60◦.
Ðåøåíèå. Ïóñòü O � óêàçàííàÿ â óñëîâèè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ. Â òðåóãîëüíèêå AOB

âûñîòà, ïðîâåä¼ííàÿ èç âåðøèíû O, ÿâëÿåòñÿ è ìåäèàíîé. Ïîýòîìó òðåóãîëüíèê AOB
ðàâíîáåäðåííûé. Ïîýòîìó ∠HAB = 2∠OAB = 2∠OBA = 2∠HBA. Íî ∠HAB +∠HBA =
90◦. Îòñþäà ∠HAB = 60◦.

2. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ CAD è CBD ïåðåñåêà-
þòñÿ íà ñòîðîíå CD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ ACB è ADB ïåðåñåêàþòñÿ íà
ñòîðîíå AB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � òî÷êà íà ñòîðîíå CD, ïðèíàäëåæàùàÿ áèññåêòðèñàì
óãëîâ CAD è CAB. Ïî òåîðåìå î áèññåêòðèñå, AD
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ïîëó÷åííîé ïðîïîðöèè âûòåêàåò, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ ACB è ADB äåëÿò îòðåçîê AB
â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè. Íî ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ íà ñòîðîíå AB.

3. Ïðîëåòàÿ íà äðàêîíå, Ãàððè Ïîòòåð óâèäåë ïðÿìî ïîä ñîáîé êðûñó Ðîíà, áåãóùóþ â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðîëåòåâ ïîñëå ýòîãî ïîëìèíóòû íå ìåíÿÿ íàïðàâëåíèÿ, Ãàððè
ñïðûãíóë ñ äðàêîíà è îòïðàâèëñÿ â ïîãîíþ, äîãíàâ å¼ åù¼ ÷åðåç 4 ìèíóòû. Âî ñêîëüêî
ðàç ñêîðîñòü Ãàððè áîëüøå ñêîðîñòè êðûñû, åñëè åãî ñêîðîñòü â 5 ðàç ìåíüøå ñêîðîñòè
äðàêîíà?

Îòâåò: â 3 ðàçà.
Ðåøåíèå. Ïóñòü y � ñêîðîñòü êðûñû, à x � ñêîðîñòü Ãàððè. Ñêîðîñòü äðàêîíà 5x.

Êðûñà è Ãàððè óäàëÿëèñü äðóã îò äðóãà â òå÷åíèå 0,5 ìèí ñî ñêîðîñòüþ y + 5x, à ñáëè-
æàëèñü â òå÷åíèå 4 ìèí ñî ñêîðîñòüþ x − y. Îòñþäà 0,5(y + 5x) = 4(x − y), 4,5y = 1,5x,
x = 3y.

4. Ïî n òðóáàì ðàçíîãî äèàìåòðà òå÷¼ò âîäà ñ ðàçíîé êîíöåíòðàöèåé ìîðñêîé ñîëè. Èç-
âåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé òðóáû âåëè÷èíà êîíöåíòðàöèè ñîëè (â ïðîöåíòàõ) ðàâíà âðåìåíè
çàïîëíåíèÿ áàññåéíà (â ÷àñàõ) âîäîé èç ýòîé òðóáû. Åñëè çàïîëíÿòü áàññåéí îäíîâðåìåííî
âñåìè òðóáàìè, òî îí çàïîëíèòñÿ çà a ÷àñîâ. Êàêîé ïðè ýòîì áóäåò êîíöåíòðàöèÿ ñîëè â
áàññåéíå?

Îòâåò: na%.
Ðåøåíèå. Ïóñòü òðóáà ñ ñîäåðæàíèåì ñîëè x% çàïîëíÿåò áàññåéí îáú¼ìà V çà x ÷àñîâ.
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5. Íàéäèòå âñå p, m è n, ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, à m è n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, äëÿ

êîòîðûõ n4 + n2 = pm − 1.
Îòâåò: p = 3,m = 1, n = 1.
Ðåøåíèå. Èìååì n4 + n2 + 1 = (n2 + 1)2 − n2 = (n2 − n + 1)(n2 + n + 1). Óðàâíåíèå

ïðèíèìàåò âèä (n2 − n + 1)(n2 + n + 1) = pm.
Ëþáîé äåëèòåëü pm èìååò âèä pk, ãäå k > 0.
Åñëè n2 − n + 1 = 1, òî n = 1 (ïîñêîëüêó n > 0). Îòñþäà p = 3,m = 1.
Èíà÷å ÷èñëà (n2 − n + 1) è (n2 + n + 1) äåëÿòñÿ íà p. Òîãäà è èõ ðàçíîñòü 2n äåëèòñÿ

íà p. ×èñëî n4 + n2 + 1 íå÷¼òíîå, òàê êàê ÷èñëà n4 è n2 îäèíàêîâîé ÷¼òíîñòè. Ïîýòîìó pm

íå÷¼òíîå ÷èñëî, îòêóäà p òàêæå íå÷¼òíî.
Èòàê, 2n äåëèòñÿ íà íå÷¼òíîå ÷èñëî p. Çíà÷èò, n äåëèòñÿ íà p. Íî òîãäà èìååì:

1 = (n2 − n + 1)− (n2 − n) äåëèòñÿ íà p, ÷òî íåâîçìîæíî.


