
Ìóíèöèïàëüíûé ýòàï îëèìïèàäû øêîëüíèêîâ ïî ìàòåìàòèêå

Íîÿáðü 2014 ã.

Ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ

1. Íàéäèòå ñóììó êâàäðàòîâ êîðíåé óðàâíåíèÿ

(x2 + x)2 − 100(x2 + x) + 3 = 0.

Îòâåò: 202.
Ðåøåíèå. Ââåä¼ì íîâóþ ïåðåìåííóþ t = x2 + x. Èìååì óðàâíåíèå

t2 − 100t+ 3 = 0. (∗)

Ó ýòîãî óðàâíåíèÿ (ââèäó ïîëîæèòåëüíîñòè äèñêðèìèíàíòà) åñòü êîðíè t1
è t2, è èõ ñóììà, ïî òåîðåìå Âèåòà, ðàâíà 100. Êðîìå òîãî, êàê âèäíî èç
óðàâíåíèÿ (*), t1,2 > 0. Óðàâíåíèÿ x2 + x − ti = 0 (i = 1, 2) èìåþò êîðíè
(òàê êàê äèñêðèìèíàíò 1 + 4ti > 0) x1,2,3,4, ïðè÷¼ì x1 + x2 = x3 + x4 = −1,
x1x2 = −t1, x3x4 = −t2. Òåïåðü ëåãêî âû÷èñëèòü ñóììó êâàäðàòîâ êîðíåé:

x2
1 + x2

2 = (x1 + x2)
2 − 2x1x2 = 1 + 2t1.

Àíàëîãè÷íî x3
3 + x2

4 = 1 + 2t2. Îòñþäà

x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = 2 + 2(t1 + t2) = 2 + 2 · 100 = 202.

Îöåíèâàíèå. Ïîëíîå ðåøåíèå � 7 áàëëîâ. Åñëè íåò îáîñíîâàíèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ÷åòûð¼õ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé, ìèíóñ 2 áàëëà. Çà àðèôìå-
òè÷åñêèå îøèáêè ìèíóñ 1 áàëë.

2. Ñ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ðàçðåøàåòñÿ ïðîäåëûâàòü òàêèå îïåðàöèè:
1) ïðèïèñàòü â êîíöå öèôðó 0;
2) ïðèïèñàòü â êîíöå öèôðó 4;
3) ðàçäåëèòü íà 2 (åñëè ÷èñëî ÷¼òíî).

Êàê èç ÷èñëà 2, âûïîëíèâ íåñêîëüêî îïåðàöèé, ïîëó÷èòü ÷èñëî 2014?
Ðåøåíèå. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü èç ÷èñëà 2 ÷èñëî 2014, ìû ïî-

ëó÷èì èç ÷èñëà 2014 ÷èñëî 2 ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ îïåðàöèé:
1) âû÷¼ðêèâàíèå â êîíöå öèôðû 0;
2) âû÷¼ðêèâàíèå â êîíöå öèôðû 4;
3) óìíîæåíèå ÷èñëà íà 2.

Èìååì:

2014 → 201 → 402 → 804 → 80 → 8 → 16 → 32 → 64 → 6 → 12 → 24 → 2.



Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á.

3. Ñóùåñòâóþò ëè òàêèå öåëûå ÷èñëà m è n, ÷òî 2015 =
m8

n9
?

Îòâåò: äà, íàïðèìåð n = 20158, m = 20157.
Îöåíèâàíèå. Çà âåðíûé ïðèìåð 7 á. Òîëüêî îòâåò (áåç ïðèìåðà) � 0 á.

4. Äàí ÷åòûð¼õóãîëüíèê ABCD. Ïðÿìûå DA è CB ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå E, à ïðÿìûå AB è DC � â òî÷êå F . Èçâåñòíî, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ
BEA è BFC ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî âîêðóã ABCD ìîæíî îïè-
ñàòü îêðóæíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü K è N � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû óãëà AEB è ïðÿìûõ AF
è DF . Â òðåóãîëüíèêå KFN áèññåêòðèñà ÿâëÿåòñÿ âûñîòîé. Ïîýòîìó ýòîò
òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé. Îáîçíà÷èì ∠FKN = ∠FNK = φ. Ïóñòü
òàêæå ∠BEK = ∠AEK = α. Óãîë DAB � âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà
EAK, îí ðàâåí ñóììå äâóõ âíóòðåííèõ óãëîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà:

∠DAB = ∠AEK + ∠EKA = ∠AEK + ∠BKN = α + φ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∠DCB = ∠NCE = 180◦ − ∠NEC − ∠ENC = 180◦ − α− φ.

Ñëîæèâ ïîëó÷åííûå ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ∠DAB + ∠BCD = 180◦. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ABCD � âïèñàííûé ÷åòûð¼õóãîëüíèê.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Òîëüêî îòâåò (áåç äîñòàòî÷íîãî
îáîñíîâàíèÿ) � 0 á.

5. Èìåþòñÿ ñòàêàí, êðóæêà è êîôåéíèê îáú¼ìîì 200, 300 è 400 ìë ñîîò-
âåòñòâåííî. Â êðóæêå 200 ìë êîôå è 6 ã ñàõàðà, â êîôåéíèêå � 300 ìë êîôå
è 12 ã ñàõàðà. Ñòàêàí ïóñò. Ìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ïåðåëèâàíèé äîáèòüñÿ òî-
ãî, ÷òîáû â êðóæêå è êîôåéíèêå îêàçàëîñü ïî 9 ã ñàõàðà? (Äîïîëíèòåëüíûõ
¼ìêîñòåé è ñðåäñòâ èçìåðåíèé íåò, îáú¼ìîì ñàõàðà ïðåíåáðå÷ü.)



Îòâåò: íåëüçÿ.
Ðåøåíèå. Ïî ñìûñëó çàäà÷è, â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè (ò. å. ïîñëå

êàæäîãî ïåðåëèâàíèÿ) êîëè÷åñòâî æèäêîñòè â ëþáîé ¼ìêîñòè êðàòíî 100 ìë.
Ïóñòü ñàõàðà â êðóæêå è êîôåéíèêå ñòàëî ïî 9 ã, ïðè÷¼ì â êðóæêå x ìë

êîôå. Òîãäà â êîôåéíèêå 500− x ìë êîôå (òàê êàê îáùåå êîëè÷åñòâî ñàõà-
ðà íå èçìåíèëîñü, îáùèé îáú¼ì êîôå òîæå íå èçìåíèëñÿ, è ñòàêàí äîëæåí
áûòü ïðè ýòîì ïóñòûì). Íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ñàõàðà â êîôå ñîîòâåò-
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îñòàâàòüñÿ â ýòèõ æå ïðåäåëàõ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
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Ðåøèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì ñîîòâåòñòâåííî 225 6 x 6 300 è 200 6 x 6
275. Çíà÷èò, 225 6 x 6 275 � âåëè÷èíà x íå êðàòíà 100.

Îöåíèâàíèå. Çà âåðíîå ðåøåíèå 7 á. Òîëüêî îòâåò (áåç äîñòàòî÷íîãî
îáîñíîâàíèÿ) � 0 á.


