
Îòêðûòàÿ îáëàñòíàÿ îëèìïèàäà ïî ìàòåìàòèêå
Î÷íûé òóð 30 íîÿáðÿ 2008 ã.

Ðåøåíèÿ çàäà÷

8 êëàññ

1. Ìîæåò ëè áûòü âåðíûì ðàâåíñòâî

Ð× Å×Ø×È = Ñ× À×Ì,

åñëè â í¼ì êàæäàÿ áóêâà çàìåíÿåò íåêîòîðóþ öèôðó, ïðè÷¼ì ðàçíûå áóêâû
çàìåíÿþò ðàçíûå öèôðû?

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè ñåìè öèôð, ó÷àñòâóþùèõ â ðàâåíñòâå, íåò
íóëÿ (èíà÷å îäíî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ, à äðóãîå íåò). Íåò è öèôðû 7 (åñ-
ëè îíà ïðèñóòñòâóåò, òî îäíî èç ïðîèçâåäåíèé äåëèòñÿ íà 7, à äðóãîå íåò). Ïî
àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå îòñóòñòâóåò è öèôðà 5. Îñòà¼òñÿ ñåìü öèôð. Òàê êàê â
ðåáóñå ïðèñóòñòâóþò ñåìü ðàçíûõ áóêâ, êàæäàÿ èç óêàçàííûõ öèôð âñòðåòèòñÿ
ïî îäíîìó ðàçó. Åñëè áû ðàâåíñòâî èç óñëîâèÿ çàäà÷è âûïîëíÿëîñü, òî ïðîèç-
âåäåíèå x = 1 ·2 ·3 ·4 ·6 ·8 ·9 = 27 ·34 áûëî áû êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà Ñ×À×Ì.
Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê â ðàçëîæåíèè ÷èñëà x íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè äâîéêà
â íå÷¼òíîé ñòåïåíè.

2. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå îäèí êàòåò áîëüøå äðóãîãî â äâà ðàçà.
Ðàçðåæüòå ýòîò òðåóãîëüíèê íà ïÿòü ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü â òðåóãîëüíèêå ABC óãîë B � ïðÿìîé, BC = x, AB = 2x,
òî÷êà D � ñåðåäèíà êàòåòà AB.
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Èç òî÷åê D è B îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû DE è BF íà ñòîðîíó AC, à èç òî÷êè
D ïåðïåíäèêóëÿð DK ê îòðåçêó BF . Îòðåçêè DE,DF,DK è BF äåëÿò òðå-
óãîëüíèê ABC íà ïÿòü ðàâíûõ òðåóãîëüíèêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ýòè òðåóãîëüíè-
êè ïîäîáíû, è ó âñåõ äëèíà ãèïîòåíóçû ðàâíà x (FD = x â ñèëó òîãî, ÷òî FD
� ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà AFB).



3. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêîâû, ÷òî ÷èñëà a2+2b+1, b2+2c+1 è
c2+2a+1 ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè öåëûõ ÷èñåë. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî a = b = c?

Îòâåò: äà, ñëåäóåò.
Ðåøåíèå. ×èñëî (a+1)2 � íàèìåíüøèé êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øèé ÷åì a2. Ïîýòîìó

a2 + 2b + 1 > (a + 1)2 = a2 + 2a + 1,

îòêóäà b > a. Òî÷íî òàê æå ïîëó÷àåì, ÷òî c > b, a > c. Èç ïîëó÷åííûõ òð¼õ
íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî a = b = c.

4. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, îáëàäàþùèå ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì:
n ðàâíî ñóììå òð¼õ ðàçëè÷íûõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé ÷èñëà n− 1.

Îòâåò: 13; 31.
Ðåøåíèå. Ïóñòü n = a + b + c è n− 1 äåëèòñÿ íà a, b è c. Ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî a > b > c.
Ïîñêîëüêó a + b + c− 1 äåëèòñÿ íà a, ÷èñëî b + c− 1 òàêæå äåëèòñÿ íà a. Â

òî æå âðåìÿ b + c− 1 < 2a. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b + c− 1 = a.
Èòàê, n = a + b + c = (b + c − 1) + b + c = 2b + 2c − 1. Èç äåëèìîñòè íà

b ÷èñëà n − 1 = 2b + 2c − 2 âûòåêàåò äåëèìîñòü íà b ÷èñëà 2c − 2. Òàê êàê
2c− 2 < 2b, ÷èñëî 2c− 2 ðàâíî 0 èëè b. Â ïåðâîì ñëó÷àå c = 1, íî òîãäà a = b,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Çíà÷èò,

b = 2c− 2, a = 3c− 3, n = 6c− 5, n− 1 = 6(c− 1).

Ïîñêîëüêó c− 1 è c � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, èç òîãî, ÷òî 6(c− 1) äåëèòñÿ íà
c âûòåêàåò, ÷òî 6 äåëèòñÿ íà c. Ïåðåáåð¼ì âñå äåëèòåëè ÷èñëà 6.

Åñëè c = 1, òî b = 0. Åñëè c = 2, òî b = 2 = c.
Ïðè c = 3 ïîëó÷àåì b = 4, a = 6 è n = 6 + 4 + 3 = 13, à ïðè c = 6 �

b = 10, a = 15 è n = 15 + 10 + 6 = 31.


